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译 者 序 


近年 来 , 国外 出 版 了 许多 拓扑 学 入 门 书籍 ,本 书 就 是 其 中 之 一 . 它 的 一 部 分 内 
容 曾 经 作为 教材 在 吉林 大 学 使 用 . 我 认为 ,对 于 学 习 拓 扑 学 课程 的 大 学 高 年 级 学 生 
来 说 ,这 本 书 确实 是 一 本 程度 适当 、 值 得 推荐 的 参考 读物 . 

本 书 作者 很 注意 数学 的 美 . 原文 在 第 1 章 开头 引用 了 英国 数学 家 哈代 的 一 句 
名 言 . 大 意 是 说 ,只 有 令 人 产生 美感 的 数学 才 可 能 长 久 流传 . 这 大 概 是 作者 在 本 书 
的 取材 和 表述 方面 为 自己 立 下 的 一 条 标准 吧 . 

作者 强调 几何 直观 . 拓扑 学 里 严谨 而 形式 化 的 表述 方式 往往 使 本 质 的 几何 思 
想 被 冲淡 或 掩盖 ,这 是 作者 所 不 欣赏 的 . 10.2 节 中 虚拟 的 一 段 代数 学 家 与 几何 学 
家 的 对 话 , 反 映 了 作者 的 看 法 . 

在 拓扑 学 里 ,特别 是 涉及 同调 群 的 部 分 ,从 引进 概念 到 主要 定理 的 证 明 ,中 间 
有 一 个 较 长 的 准备 阶段 ,动机 不 明显 ,而 又 容易 使 人 感到 太 抽象 . 这 个 过 程 往往 使 
初学 者 扫兴 . 不 过 基础 一 旦 建成 ,就 能 引出 多 方面 具体 而 生动 的 应 用 . 作者 则 力求 
使 二 者 取得 平衡 ,使 形式 化 抽象 的 论述 与 直观 性 强 的 内 容 、 具 体 应 用 方面 的 内 容 
有 机 地 穿插 在 一 起 . 

如 果 读 本 书 时 果真 令 人 产生 某 种 舒畅 的 感觉 , 那 或 许 是 作者 按 这 些 想 法 进行 
的 编排 取得 了 成 效 . 
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这 是 一 本 为 大 学 本 科 生 写 的 拓扑 学 ,其 目的 有 二 :一 是 使 学 生 能 接触 到 点 集 、 
几何 与 代数 拓扑 学 的 一 些 技巧 与 应 用 ,而 又 不 过 分 深入 其 中 任何 一 个 领域 ;二 是 增 
进 学 生 的 几何 想象 力 . 拓扑 学 毕竟 是 几何 学 的 一 个 分 支 . 

阅读 这 本 书 所 需要 的 预备 知识 不 多 :有 比较 扎实 的 实 分 析 初 步 (通常 都 需 
要 ) 初等 群 论 与 线性 代数 的 知识 就 已 足够 . 在 数学 上 具有 一 定 程度 的 “成 熟 性 ” 比 
事先 学 点 儿 拓扑 学 知识 更 为 重要 . 

本 书 总 共 10 章 . 第 1 章 不 妨 看 作 是 学 习 拓扑 学 的 动员 令 . 其 他 9 章 各 有 专题 ， 
其 中 粘 合 空间 、 基 本 群 .单纯 剖 分 .曲面 .单纯 同调 、 纽 结 与 覆 释 空间 单独 成 章 来 
讨论 . 

介绍 一 些 来 龙 去 脉 是 必需 的 . 我 认为 , 像 这 种 水 平 的 拓扑 书 一 开始 就 理所当然 
地 给 出 拓扑 空间 的 一 组 公理 ,是 注定 要 失败 的 . 另 一 方面 ,拓扑 学 也 不 应 写成 如 同 
供 人 消遣 的 杂 要 节目 (比如 纽 结 与 地 图 的 染色 ,住宅 到 公用 设施 之 间 管 道 的 布线 ， 
以 及 观看 苍蝇 从 Klein 瓶 里 逃 出 ,等 等 ). 这 些 东 西 都 有 它们 各 自 的 地 位 ,但 必须 有 
机 地 融合 在 统一 的 数学 理论 中 ,它们 本 身 并 不 是 最 后 目的 . 正 因为 这 个 缘故 , 纽 结 
出 现在 书 的 最 末 一 章 而 不 是 开始 . 因为 我 们 更 感 兴趣 的 不 是 纽 结 本 身 , 而 是 处 理 纽 
结 需 要 的 多 种 多 样 的 工具 与 技巧 . 

第 1 章 从 关于 多 面体 的 Euler 定理 开始 ,本 书 的 主题 是 探索 拓扑 不 变量 及 其 
计算 技巧 . 按 其 本 性 拓扑 不 变量 往往 很 难 计算 ,而 一 些 简单 的 数量 ,如 Euler 示 性 
数 的 拓扑 不 变性 ,证 明 起 来 又 极 费 事 . 这 就 使 得 拓扑 学 错综复杂 . 

本 书 取材 尽量 保持 平衡 ,使 理论 与 其 应 用 受到 同等 重视 . 比如 ,同调 论 的 建立 
是 相当 麻烦 的 事 (用 了 整整 一 章 ) ,于 是 值得 用 一 整 章 的 篇 幅 讲 同调 论 的 应 用 . 每 
写 到 一 个 论题 总 想 加 入 更 多 内 容 以 致 难以 做 到 适可而止 . 但 为 了 使 篇 幅 适 度 , 不 得 
不 割舍 有 些 内 容 . 这 里 我 要 特别 提 到 ,本 书 没有 介绍 任何 计算 同调 群 的 比较 系统 的 
方法 . 定义 与 证 明 并 不 总 是 选取 那些 最 简捷 的 . 因为 用 起 来 最 方便 的 定义 与 结果 ， 
在 初次 接触 时 往往 显得 并 不 那么 自然 ,而 本 书 毕 竞 是 一 本 入门 读 物 , 应 该 注意 使 初 
学 者 容易 接受 . 

对 于 (英国 制 ) 大 学 三 年 级 程度 的 学 生 , 一 学 年 的 课程 可 以 讲 完 本 书 的 大 部 分 
内 容 . 也 可 有 种 种 方式 从 本 书 选 一 些 论题 而 构成 较 短 的 课程 ,而 本 书 前 半 部 的 许多 
内 容 甚至 可 以 讲授 给 二 年 级 学 生 . 每 节 末 尾 附 有 习题 , 书 末 附 有 简短 的 文献 介绍 ， 


并 指出 哪些 可 以 与 本 书 平行 阅读 ,哪些 可 供 进一步 深入 之 用 . 

本 书 所 包含 的 材料 可 以 说 都 是 很 基本 的 , 绝 大 部 分 在 别处 也 可 见 到 . 如 果 说 我 
作 了 什么 贡献 的 话 ,只 不 过 是 在 取材 与 表述 方面 做 了 一 些 工 作 . 

有 两 个 论题 值得 特别 提 一 下 . 我 从 本 F. P. Hudson 那里 初次 学 到 Alexander 多 
项 式 ,E. C. Zeeman 告诉 我 怎样 对 曲面 作 市 补 运算 . 特别 地 ， Christopher Zeeman 教 
我 拓扑 学 时 表现 出 了 极 大 的 耐心 . 对 他 们 三 人 ,我 衷心 地 表示 感谢 . 

还 要 感谢 R. S. Roberts 和 L. M. Woodward 与 我 进行 了 多 次 有 益 磋商 ,感谢 
Gibson 夫人 快速 熟练 地 准备 了 原稿 ,以 及 感谢 剑桥 大 学 出 版 社 允 许 我 从 该 社 出 版 
的 G. H. Hardy 著 的 《一 个 数学 家 的 自白 》 一 书 中 摘 取 一 句 语录 置 于 第 1 章 正文 之 
前 . 最 后 ,对 我 的 妻子 Anne Marie 给 予 我 的 不 断 鼓 励 专 诚 致谢 . 


M. A. A. 
1978 年 7 月 于 Durham 
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第 1 章 引 论 


Beauty is the first test :there is no permanent place in the world for ugly mathemat- 
ics.( 美 是 首要 的 试金石 :丑陋 的 数学 不 可 能 永存 . ) 
G. H. Hardy 


1.1 Euler 定理 


一 开始 ,我 们 来 证 明 关于 多 面体 的 优美 的 Euler 定理 . 以 后 你 将 看 到 ,这 个 定 
理 及 其 证 明 是 拓扑 学 中 很 多 思想 的 根源 . 

图 1.1 中 有 4 个 多 面体 ,看 起 来 各 不 相同 ,但 是 如 果 我 们 将 顶点 数 (v) 减 去 楼 
数 (e) ,再 加 上 面 的 数目 (7) , 则 对 于 这 4 个 多 面体 所 得 到 的 结果 都 是 2. 是 不 是 公 
式 v-e+f=2 对 于 所 有 的 多 面体 都 对 呢 ? 答案 是 否定 的 . 但 是 对 于 一 大 类 有 意思 
的 多 面体 ,这 个 结果 总 是 成 立 的 . 


全 


图 1.1 


开始 我 们 也 许 会 倾向 于 只 考虑 正 多 面体 ,或 者 凸 多 面体 ,对 它们 来 说 ,v -e+/ 
确实 等 于 2. 但 是 ,上 面 所 举 的 例子 当中 有 一 个 不 是 凸 的 , 却 也 满足 这 个 公式 ,而 我 
们 又 不 愿 把 它 忽 略 . 为 找 出 反例 ,我 们 要 开动 脑筋 . 如 果 对 图 1. 2 与 图 1. 3 进行 计 
算 , 就 将 分 别 得 到 v-e+f=4 以 及 v -e+f=0. 什么 地 方 出 了 问题 呢 ? 第 一 个 图 
中 多 面体 的 表面 分 开 成 两 块 ,用 专业 一 些 的 语言 来 说 就 是 这 个 表面 不 连通 . 有 理由 
把 这 种 情形 排除 在 外 ,因为 这 两 块 中 的 每 一 块 都 将 使 v -e+f 产 生 等 于 2 的 值 . 但 
即使 这 样 ,也 不 能 说 明 图 1. 3 的 情况 ,这 时 多 面体 的 表面 只 有 一 整 块 不 过 这 个 表 
面 有 一 个 重要 方面 与 前 面 考虑 过 的 例子 不 同 . 我 们 可 以 在 这 个 表面 上 找到 一 个 不 


2 第 1 章 引 论 


分 割 表面 为 两 部 分 的 圈 . 换 句 话说 , 若 设 想 用 剪刀 沿 着 这 个 圈 将 曲面 剪 开 , 则 不 至 
于 使 曲面 分 成 两 块 . 在 图 1. 3 中 用 箭头 标 出 了 具有 这 种 性 质 的 一 个 圈 . 我 们 将 证 
明 ,如 果 多 面体 不 具有 如 图 1. 2 与 图 1. 3 所 列举 的 缺陷 , 则 必定 满足 关系 v -e+ 


图 1.2 图 1.3 


进一步 探讨 前 ,有 必要 把 话说 得 精确 一 些 . 到 现在 为 止 (除了 谈 到 多 面体 的 凸 
性 ) ,实际 上 只 涉及 多 面体 的 表面 . 因此 ,“ 多 面体 ”这 个 词 将 用 来 表示 所 说 的 表面 ， 
而 不 是 指 那 些 实心 的 立体 . 因此 ,一 个 多 面体 是 指 按 下 述 意义 很 好 地 拼凑 在 一 起 的 
有 限 多 个 平面 多 边 形 : 若 两 个 多 边 形 相 交 , 则 它们 交 于 一 条 公共 边 ; 多边 形 的 每 一 
条 边 恰 好 还 是 另 一 个 ( 且 只 有 这 一 个 ) 多 边 形 的 边 . 不 仅 如 此 ,还 要 求 对 于 每 个 顶 
点 ,那些 含有 它 的 多 边 形 可 以 排列 成 Q, ,8;,… ,Qi, 使 得 0; 与 0 有 一 条 公共 边 ， 
1<i<k, 而 0 与 O 有 一 条 公共 边 . 换 句 话说 ,这 些 多 边 形 拼 成 围绕 着 该 顶点 的 一 
块 区 域 ( 多 边 形 的 数目 大 则 可 以 随 顶 点 的 不 同 而 变动 ). 其 中 最 后 一 个 条 件 就 使 两 
个 方 体 只 在 一 个 公共 顶点 相 衔接 的 情形 排除 在 外 了 . 

(1.1) Euler 定理 设 P 为 满足 下 列 条 件 的 多 面体 : 

(a) PP 的 任何 两 个 顶点 可 以 用 一 囊 棱 相连 接 ; 

(b) 已 上 任何 由 直线 段 (不 一 定 非 是 已 的 棱 ) 构 成 的 园 , 把 已 分 割 成 两 片 , 则 
对 于 己 来 说 ,uv -e+f=2. 

公式 v -e+f=2 有 一 段 漫 长 而 曲折 的 历史 . 它 最 早出 现在 1750 年 Euler 写 给 
Goldbach 的 一 封 信里 . 但 Euler 对 所 考虑 的 多 面体 没 加 任何 限制 ,他 的 论证 只 适用 
于 是 多 面体 的 情形 . 直到 60 多 年 以 后 ,Lhuilier( 于 1813 年 ) 才 注意 到 如 在 图 1. 2 
与 图 1.3 中 的 多 面体 所 产生 的 问题 . 定理 (1. 由 的 准确 表述 以 及 下 面 给 出 的 证 明 
梗概 是 von Staudt 于 1847 年 发 表 的 . 

证 明 提 要 P 的 一 组 连通 的 顶点 与 楼 叫做 一 个 图 ,连通 的 意思 就 是 任意 两 个 
顶点 可 以 用 图 中 的 一 串 棱 连接 . 更 一 般 些 ,我 们 将 用 图 这 个 字 来 表示 三 维 空 s 间 内 任 
何 一 组 如 图 1. 4 那样 很 好 地 衔接 起 来 的 有 限 多 个 直线 段 ( 若 两 个 线段 相交 , 则 交 
于 公共 顶点 ). 不 包含 任何 圈 的 图 叫做 树 形 . 注意 ,对 于 一 个 树 形 来 说 ,顶点 数 减 去 
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棱 数 等 于 1. 若 以 了 来 记 树 形 , 则 可 以 写成 公式 
v(T) -e(7) =1. 


(a) 树 形 (b) 非 树 形 的 图 
图 1.4 


按 假设 (a) ,已 的 全 体 顶 点 与 棱 构 成 一 个 图 . 不 难 证 明 , 在 任何 图 中 可 以 找到 
含有 全 体 顶 点 的 树 形 子 图 . 于 是 ,我 们 选择 一 个 树 形 7, 它 包含 已 的 某 些 棱 , 但 包含 
P 的 全 体 顶 点 (图 1. 4a 对 于 图 1. 1 所 画 的 一 个 多 面体 给 出 了 这 样 一 个 树 形 ). 

然后 构造 了 的 一 种 “对 偶 ”. 这 种 对 侦 是 按 下 述 方式 定义 的 一 个 图 相应 于 P 
的 每 个 面 4, 我 们 给 出 醋 的 一 个 顶点 4. 工 的 两 个 顶点 4 与 BB 有 一 条 楼 相连 , 当 且 
仅 当 它们 相应 的 面 4 与 面 8 在 P 内 有 一 条 不 属于 7 的 公共 楼 . 人 们 甚至 可 以 将 芽 
在 P 上 表示 出 来 ,使 得 它 与 7 不 相交 (顶点 4 相当 于 4 的 一 个 内 点 ) ,当然 这 时 要 
允许 它 的 楼 可 以 有 一 个 曲折 点 . 图 1. 5 显示 了 作法 . 


树 形 了 


在 P 上 表示 的 二 
图 1.5 
读者 很 容易 相信 对 偶 书 是 连通 的 ,从 而 是 一 个 图 . 直观 地 看 ,如 果 六 的 某 两 个 


顶点 不 能 用 大 内 的 一 串 棱 相 连接 , 则 它们 必然 被 了 内 的 一 个 圈 分 开 (这 需要 证 明 ， 
我 们 将 在 第 7 章 给 出 详细 证 明 ). 由 于 了 不 包含 任何 圈 , 可 以 推断 入 必 然 连 通 . 
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事实 上 , 厂 是 树 形 . 若 栈 内 有 图 , 则 按 假设 (b) ,这 个 圈 将 把 P 分 成 两 块 ,每 一 
块 将 含有 了 7 的 至 少 一 个 顶点 . 想 把 分 属 7 的 这 两 块 的 两 个 顶点 用 一 串 棱 相连 ,就 
不 可 避免 地 要 碰 上 那个 隔离 圈 , 因 此 ,这 一 串 棱 不 能 全 在 了 内. 这 就 与 了 的 连通 性 
矛盾 . 因此 丁 是 树 形 (对 于 像 图 1. 3 所 示 的 多 面体 ,这 个 证 明 就 不 成 立 了 ,因为 对 
偶 图 三 必定 含有 圈 ). 
由 于 任何 树 形 的 顶点 数 比 棱 数 多 1 ,我 们 有 zuv(T) -e(7) =1, 以 及 uv( 太 ) - 
e( 厂 ) =1. 于 是 
v(T) - [e(T) +e(T)] +v(T) = 2. 
但 根据 构造 方式 
v(T) = ve(7T) +te(T) =e,v(T) = 上 
这 就 完成 了 Euler 定理 的 证 明 . 
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Euler 定理 有 好 几 种 证 明 . 有 两 点 理由 使 我 们 选择 了 上 面 的 证 明 . 首先 ,这 个 证 
明 很 精致 ,而 其 他 大 多 数 的 证 明 是 对 于 P 的 面 数 用 归纳 法 . 其 次 , 它 给 出 了 比 Euler 
公式 更 多 的 东西 . 只 要 稍微 再 多 费 点 力气 就 可 证 明 ,P 是 由 两 个 盘 形 沿 着 它们 的 边 
界 粘 合 而 得 到 的 . 为 了 看 出 这 一 点 ,将 了 与 卫 在 已 上 略微 增 厚 ( 图 1. 6) ,得 到 两 个 
不 相交 的 盘子 (将 树 形 增 厚 总 是 得 到 盘 形 ,将 有 图 的 图 增 厚 则 得 到 有 空洞 的 空 
间 ). 使 这 两 个 盘子 逐步 扩大 直到 它们 的 边界 完全 重合 . 这 时 多 面体 P 就 由 两 个 具 
有 公共 边界 的 盘 形 构成 . 当然 这 些 盘 子 可 以 是 奇形怪状 的 ,但 可 以 把 它们 变形 , 逐 
步 变 成 又 圆 又 平 的 圆 盘 . 再 回想 ,球面 是 由 两 个 盘 形 ( 即 南 半球 与 北半球 ) 沿 着 公 
共 边 界 ( 即 赤道 ) 缝合 而 得 到 的 (图 1.7). 换 句 话说 ,Euler 定理 的 假设 告诉 我 们 ,P 
在 某 种 意义 下 看 起 来 就 像 是 变 了 形 的 球面 . 


在 P 上 增 厚 的 7 与 


图 1.6 图 1.7 
对 于 具体 的 多 面体 ,当然 可 以 很 容易 地 建立 它 的 点 与 球面 的 点 之 间 明 显 的 对 
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应 关系 . 例如 ,对 于 正四 面体 7, 可 以 从 7 的 重心 宁 作 径 向 投影 ,把 7 映 满 以 人 为 中 
心 的 某 个 球面 . 7 的 各 个 面 映 为 球面 上 的 弯曲 三 角形 ,如 图 1. 8 所 示 . 事实 上, Leg- 
endre 正 是 用 这 种 方法 (在 1794 年 ) 针 对 凸 多 面体 来 证 明 Euler 定理 的 ,后 面 我 们 
还 将 叙述 Legendre 的 论证 . 


SS 
径 向 投影 r 
图 1.8 

图 1. 1 右边 的 多 面体 并 不 是 凸 的 ,上 面 的 论证 对 它 不 适用 . 但 如 果 我 们 设想 它 
是 用 橡皮 做 的 , 则 不 难 想象 怎样 把 它 形变 成 一 个 普通 的 圆 球 . 在 形变 过 程 中 可 以 把 
多 面体 任意 拉 伸 弯曲 ,但 不 允许 撕 裂 ,不 允许 把 不 同 的 点 粘 在 一 起 . 这 样 所 得 多 面 
体 的 点 与 球面 的 点 之 间 的 对 应 就 是 所 谓 拓 扑 等 价 或 同 胚 的 一 个 例子 . 确切 地 说 ,就 
是 一 对 一 的 连续 满 映 射 ,并 且 逆 映射 也 连续 . 

在 1.4 节 中 我 们 将 详细 地 给 出 同 胚 的 定义 ,目前 为 了 使 这 个 概念 比较 具体 形 
象 , 先 举 出 4 个 互相 同 胚 的 空间 的 例子 ( 见 图 1.9): 

(a) 有 限 高 度 的 圆柱 面 ,去 掉 两 端的 圆周 ; 

(b) 由 方程 “+y -z=1 给 出 的 单 叶 双 曲面 ; 

(c) 复 平面 上 由 1<1zl <3 确定 的 开 环 形 域 ; 

(d) 除 去 南极 与 北极 的 球面 . 
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我 们 在 这 里 给 出 空间 (b) 到 空间 (c) 的 具体 的 同 胚 (连续 ,一 对 一 , 满 映射 ,并 
且 道 映射 也 连续 ). 将 (b) 的 点 用 柱 极 坐标 (7,0,z) 来 刻画 最 方便 ,对 于 空间 (c) , 则 
用 平面 极 坐标 来 描述 . 在 (b) 内 当 6 =0 时 ,我 们 得 到 双 曲 线 ** -z=1 的 一 支 , 设 
法 把 它 好 好 地 送 到 环形 区 域内 相应 的 一 段 , 即 射线 段 {(x,y) 11 <x <3,y=01. 如 
果 能 对 于 每 个 9 都 这 样 做 ,并 且 当 8 从 0 变 到 2r 时 所 作出 的 结果 连续 地 依赖 于 
9, 则 将 得 到 所 需要 的 同 胚 . 如 以 fx) =x/(1 +1xl) +2 来 定义 f:( -%,%) 一 (1， 
3) , 则 /是 一 对 一 连续 满 映 射 ,并 且 有 连续 的 逆 映 射 . 然后 令 双 曲线 的 点 (7,0,z) 对 
应 于 平面 环形 域 的 点 (f(z) ,9). 

我 们 留 给 读者 自己 去 考虑 其 他 几 种 情形 :注意 拓扑 等 价 显 然 是 个 等 价 关 系 , 因 
此 ,只 需 证 明 空间 (a) 与 (dd) 都 同 胚 于 空间 (c) 就 够 了 . 在 拓扑 学 里 把 这 4 个 空间 看 
作 是 “同一 个 空间 ”. 球面 上 挖 去 3 个 点 则 不 同 ( 与 上 面 这 儿 个 不 同 胚 ). 为 什么 ? 
你 能 描述 出 复 平面 上 与 球面 挖 去 三 点 同 胚 的 子 空间 吗 ? 

回 到 Euler 定理 的 证 明 , 增 厚 树 形 7 了 与 本 ,使 P 分 解 成 两 个 具有 公共 边界 的 盘 
形 之 后 ,把 一 个 盘 形 的 点 对 应 于 北半球 的 点 , 另 一 个 对 应 到 南半球 ,我 们 便 有 了 一 
种 方法 来 定义 从 多 面体 P 到 球面 的 同 胚 . 相反 的 方向 也 可 以 论证 (我 们 将 在 第 7 
章 中 讨论 ) , 即 证 明 若 P 拓扑 等 价 于 球面 , 则 P 满足 定理 (1. 1) 的 假设 (a) 与 (b)， 
从 而 Euler 定理 对 于 PP 成立. 所 以 ,者 多 面体 P 与 8 都 同 胚 于 球面 ,并 且 若 把 v-e 

+j 叫做 多 面体 的 Euler 数 , 则 从 以 上 的 讨论 知道 了 与 8 有 相同 的 Euler 数 ,都 等 
于 2. 

图 1.3 中 的 多 面体 却 完全 是 另 一 种 形状 . 它 同 胚 于 环 面 (我 们 也 可 以 想象 怎 
样 把 它 连续 地 形成 如 图 1. 10b 所 画 的 环 面 ) , 它 的 Euler 数 是 0. 对 于 任何 其 他 同 胚 
于 环 面 的 多 面体 计算 Euler 数 必然 得 0( 但 这 是 比较 难 证 明 的 ,一 直 要 等 到 第 9 章 
才 给 出 证 明 ). 现在 我 们 只 差 一 步 2 就 到 达 拓 扑 学 里 最 基本 的 一 个 主要 结果 了 . 

(1.2) 定 理 拓扑 等 价 的 多 面体 具有 相同 的 Euler 数 . 

这 个 十 分 引 人 注 目的 结果 是 现代 拓扑 学 的 出 发 点 . 它 的 令 人 惊奇 的 地 方 在 于 
计算 多 面体 的 Euler 数 时 用 了 多 面体 的 项 点数、 棱 数 与 面 数 ,这 些 在 拓扑 等 价 之 下 
都 不 是 保持 不 变 的 东西 . 于 是 引起 人 们 去 寻找 空间 在 同 胚 之 下 不 改变 的 其 他 性 质 . 

以 后 我 们 还 要 回 到 Euler 数 说 明 对 于 比 迄 今 为 止 所 考虑 的 多 面体 更 广泛 得 多 
的 一 类 空间 可 以 定义 Euler 数 . 前 面 考虑 的 多 面体 只 不 过 是 有 顶点 .楼 与 面 的 一 些 
具体 对 象 , 除 此 之 外 并 没有 使 我 们 特别 感 兴趣 的 地 方 . 从 拓扑 学 的 观点 来 看 ,球面 
就 足以 代表 图 1. 1 中 画 的 所 有 多 面体 . 我 们 的 原则 大 体 是 :Euler 数 2 不 是 从 属于 
某 一 类 多 面体 的 ,而 实际 上 是 从 属于 球面 的 . 满足 Euler 定理 假设 的 多 面体 (也 就 


中 假设 (a) 容易 易 证 ;假设 (b) 较为 困难 , 它 是 著名 的 Jordan 曲线 定理 的 一 个 特殊 情形 . 
@@ 只 差 一 步 是 从 直观 数学 的 意义 来 说 . 若 要 给 出 严谨 的 证 明 , 则 还 有 一 大 段 路 要 走 . 
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是 癌 胚 于 球面 的 多 面体 ) 只 不 过 是 提供 了 计算 球面 Euler 数 的 一 种 简便 的 方式 . 这 
样 着 重 说 明 以 后 ,定理 (1.2) 所 说 的 就 是 :从 看 起 来 不 同 的 途径 计算 ,所 得 的 结果 
是 相同 的 . 在 9. 2 节 中 将 继续 这 方面 的 讨论 . 

我 们 用 Legendre 对 于 凸 多 面体 Euler 公式 所 给 出 的 颇具 匠心 的 证 明 来 结束 这 
一 节 . 如 同 图 1. 8 中 用 径 向 投影 将 多 面体 映 到 半径 为 1 的 球面 上 . 多 面体 的 面 映 为 
球面 多 边 形 . 若 0 为 球面 边 形 , 以 ao ,as,…,ai 为 它 的 角 , 则 0 的 面积 是 

Qto te +o (nn-2)mT= (oto + +o) -nm +27n. 
从 而 各 个 球面 多 边 形 面积 之 和 是 2ruy -2me +2mf( 在 每 个 顶点 处 ,角度 总 和 为 2T， 
所 以 2mv 包括 了 所 有 各 个 a; 每 条 棱 算 了 两 次 ,因为 它 恰好 属于 两 个 多 边 形 ; 每 个 
面 贡献 出 2 ). 这 个 面积 与 单位 球面 的 面积 4r 相等 ,从 而 得 出 结果 . 
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拓扑 学 所 讨论 的 空间 性 质 是 空间 在 前 面 所 说 拓扑 等 价 或 同 胚 之 下 不 改变 的 性 
质 . 但 什么 类 型 的 空间 是 我 们 感 兴趣 的 , “空间 ”的 确切 含意 是 什么 呢 ? 同 胚 的 概 
念 全 靠 连 续 性 的 概念 来 说 明 . 我 们 所 说 的 两 个 空间 之 间 的 连续 映射 又 指 什么 呢 ? 
本 节 以 及 1.4 节 将 回答 这 些 问题 . 

先 看 儿 个 有 趣 的 空间 . 搞 分 析 的 人 习惯 于 把 实数 轴 、 复 平面 ,甚至 把 单位 闭 区 
间 上 定义 的 全 体 连 续 实 函数 看 作 ( 度 量 ) 空间 . 作为 热心 于 几何 的 人 ,我 们 的 兴趣 
更 偏向 于 在 欧 氏 空间 内 自然 出 现 的 某 些 有 界 图 形 . 例如 ,平面 上 的 单位 圆周 .单位 
圆 盘 ,又 如 图 1. 10 中 画 的 球面 、 环 面 .Mabius 带 以 及 穿孔 的 双环 面 等 曲面 都 是 在 
我 们 所 生活 的 三 维 空间 内 实际 存在 的 . 


3 SO 3 


(a) 球面 (b) 环 面 (c) M5bius 带 ( 麦 比 乌 斯 带 ) 
(qd) 柱 面 (e) Klein 瓶 ( 克 莱 因 瓶 ) (f) 穿孔 双环 面 
图 1.10 


比较 复杂 和 难以 想象 的 是 像 Klein 瓶 那样 的 曲面 . 任何 企图 把 Klein 瓶 在 三 维 
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空间 内 表现 出 来 的 尝试 ,都 必然 要 使 曲面 自己 相交 . 在 我 们 所 画 的 图 1. 10 中 ,曲面 
自己 相交 于 一 个 小 圆 . 用 一 个 模型 来 理解 Klein 瓶 或 许 更 好 些 . 通常 用 来 表示 环 面 
模型 的 方法 是 取 一 个 长 方形 纸 片 按 图 1. 11 的 方式 粘 合 它 的 边 . 若 要 制作 Klein 瓶 ， 
前 半 部 分 的 构造 完全 一 样 , 即 先 得 出 一 个 圆柱 面 ,然后 将 圆柱 面 的 两 端 按照 相反 的 
方向 粘 合 . 为 了 做 到 这 一 点 ,需要 把 圆柱 弯 过 来 穿 到 自己 里 面 去 ,如 图 1. 12 所 画 的 


DaG 


J] 0@ 


在 四 维 空间 内 ,Klein 瓶 (天 ) 可 以 完全 避免 自己 相交 而 表示 出 来 . 设想 垂直 于 
纸 面 还 有 另外 一 个 第 4 维 数 ,并 且 记 住 纸 面 表示 通常 的 3 维 空间 . 在 K 的 自 交 圆 处 
有 两 个 管子 穿 过 . 现在 把 其 中 一 个 略微 提高 一 些 到 4 维 空间 中 , 就 避 开 了 自 相 交 
又. 如 果 你 党 得 不 好 理解 ,可 以 先 看 下 面 的 简单 情况 ,或 许 容 易 想象 一 些 : 图 1. 13a 
中 是 平面 上 正 交 的 两 条 直线 . 设想 我 们 希望 略微 变动 一 点 位 置 而 使 它们 不 再 相交 . 
显然 限制 在 平面 内 是 做 不 到 的 . 但 是 ,如 果 把 垂直 于 纸 面 的 第 3 维 也 考 虑 进去 ,在 
交点 附近 将 其 中 一 条 直线 顺 着 新 添加 的 方向 略微 提高 一 些 就 消除 了 交点 ,给 出 如 
图 1. 13b 所 示 的 两 条 不 相交 的 直线 . 


(a) (b) 
图 1.13 
依靠 其 在 欧 氏 空间 内 的 表现 而 介绍 曲面 ,并 不 像 初 看 起 来 那样 令 人 满意 . 同上 胚 
的 曲面 在 我 们 看 来 是 一 样 的 ,应 当 作 同一 个 的 空间 来 处 理 . 在 图 1. 14 中 列举 了 
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Mabius 带 M 的 三 个 副本 . 前 两 个 之 间 的 同 胚 是 组 庸 置疑 的 ,只 要 把 它们 当 作 是 橡 
皮 做 的 就 不 难看 出 2. 橡皮 做 的 前 一 个 Mibius 带 经 过 撑 拉 就 可 变 成 第 二 个 的 模样 . 
但 是 图 1. 14a 与 图 1. 14e 又 怎么 样 呢 ? 这 两 个 空间 是 同 胚 的 ,但 无 论 怎么 撑 拉 、 弯 
曲 \ 扭 转 ,都 不 能 将 一 个 形变 为 男 一 个 . 要 说 明 这 两 个 空间 同 胚 ,需要 找到 它们 之 间 
的 一 个 连续 一 一 映射 ,并 且 道 映射 也 是 连续 的 . 忘掉 M 的 那 几 种 图 样 而 自己 思考 
M 怎样 造 出 . 构造 一 个 模型 是 容易 的 : 取 一 个 长 方形 纸 条 来 ,扭转 半 周 后 将 一 对 对 
边 粘 合 (如 图 1.15). 这 就 得 到 如 图 1. 14a 那样 最 常见 的 Mibius 带 . 要 得 到 图 
1. 14c ,我 们 必须 在 以 上 的 制作 过 程 中 将 纸 条 多 扭转 一 整 周 ,也 就 是 ,总 共 将 纸 条 捍 
转 一 周 半 ,然后 粘 合 . 但 是 从 边 4 与 边 B 的 粘 合 关系 来 看 ,扭转 半 周 与 一 周 半 并 无 
差别 ,两 次 都 是 把 同样 的 点 对 粘 合 起 来 . 因此 ,图 1. 14a 与 图 1. 14c 中 的 空间 是 同 
胚 的 . 它们 只 不 过 是 同一 个 空间 在 欧 氏 空间 内 的 不 同 表示 . 虽然 二 者 之 间 可 以 建立 
同 胚 ,但 是 这 种 同 胚 无 法 扩张 为 整个 欧 氏 空间 到 自身 的 同 胚 ;所 谓 不 同 的 表示 就 是 
在 这 种 意义 之 下 来 说 的 . 换 句 话说 ,不 存在 从 整个 欧 氏 空间 到 自身 的 同 胚 把 图 
1. 14a 映 为 图 1. 14c. 


(a) 0 


图 1.14 
A 
图 1.15 


如 图 1. 14 那样 一 个 简单 而 毫 不 夸张 造作 的 例子 ,使 我 们 深切 感到 单 凭 直观 有 
时 候 也 会 将 人 们 引入 歧途 . 这 就 产生 了 强烈 的 要 求 , 要 人 们 按 某 种 抽象 的 方式 来 考 
处 空间 的 概念 ,不 能 单单 依靠 它们 在 欧 氏 空间 内 的 特殊 表示 . 下 面 我 们 将 设法 把 曲 
面 的 概念 用 严格 的 数学 语言 表述 出 来 . 整个 过 程 将 是 相当 长 的 ,首先 要 定义 抽象 


@ 把 空间 看 作 是 橡皮 做 的 ,用 以 解释 拓扑 等 价 已 有 相当 长 的 历史 ;这 种 想法 源 出 于 M6bius, 大约 在 1860 
年 左右 . 
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(拓扑 ) 空 间 , 然 后 从 中 识别 出 曲面 , 即 局 部 像 欧 氏 平面 的 空间 . 
1.4 抽象 空间 


探索 拓扑 空间 令 人 满意 的 定义 时 ,有 两 点 是 需要 注意 的 @ 这 个 定义 应 该 足够 
广泛 ,使 得 能 够 把 形形色色 的 对 象 包括 进来 作为 空间 . 我 们 将 把 有 限 离散 点 集 看 作 
空间 ,同样 也 把 像 实数 轴 那 样 的 不 可 数 连续 点 集 作为 空间 ;我 们 所 得 意 的 几何 曲面 
固然 包括 在 空间 之 列 , 诸 如 复 平面 的 单位 贺 上 复 值 连续 函数 所 构成 的 函数 空间 也 
是 拓扑 空间 . 我 们 还 希望 能 对 这 些 空间 进行 某 些 简单 的 构造 ,诸如 作 两 个 空间 的 笛 
卡 儿 乘积 ,或 将 一 个 空间 的 某 些 点 粘 合 而 得 出 一 个 新 空间 ( 如 前 面 Mabius 带 的 制 
作 ). 另 一 方面 ,空间 的 定义 应 包括 足够 多 的 信息 ,使 得 两 个 空间 之 间 映 射 的 连续 
性 可 以 定义 . 实际 上 , 正 是 这 后 一 个 考虑 导致 下 面 的 抽象 定义 . 

设 / 为 两 个 欧 氏 空间 之 间 的 映射 ,f:E"-E". 古典 的 连续 性 定义 可 以 陈述 如 
下 : /在 xeE” 连续 ,假如 给 定 e >0, 存 在 5>0, 使 得 当 |y-x | <8 时 有 ||f(y) 
-f(x) <e. 若 f 在 每 点 xeE”" 满足 这 个 条 件 , 则 称 f 是 连续 映射 . E” 的 子 集 N 
叫做 点 pe E” 的 一 个 邻 域 ,假如 对 于 菜 个 实数 + >0, 以 p 为 中 心 .r 为 半径 的 闭 圆 
盘 包 含 在 N 内 . 上 面 的 连续 性 定义 不 难 重 述 成 下 面 的 形式 :f 是 连续 的 ,假如 对 于 
任何 xeE”, 以 及 f(x) 在 E" 内 的 邻 域 N, /-'(N) 为 x 在 E” 内 的 一 个 邻 域 

空间 的 每 点 有 一 组 “ 邻 域 ”, 这 些 邻 域 又 引出 了 连续 映射 的 适当 定义 ,这 就 是 
关键 所 在 . 注意 在 欧 氏 空间 内 定义 邻 域 时 完全 依靠 两 点 之 间 的 欧 氏 距离 . 在 构造 抽 
象 空间 时 ,我 们 希望 保留 邻 域 的 概念 ,但 要 避免 对 距离 概念 的 任何 依赖 (拓扑 等 价 
不 保持 距离 ). 

通过 对 欧 氏 空间 内 邻 域 性 质 的 考察 ,得 到 下 列 关于 拓扑 空间 的 公理 . 

(1.3) 设 有 一 个 集合 下 ,并 且 对 于 不 的 每 一 点 二 选 定 了 一 个 以 下 的 子 集 为 成 
员 的 非 空 组 合 ,这 每 个 子 集 巴 做 * 的 一 个 邻 域 . 邻 域 需要 满足 下 列 四 条 公理 ， 

(a)x 在 它 自己 的 每 个 邻 域 里 . 

(b)x 的 任何 两 个 邻 域 的 交集 为 x 的 一 个 邻 域 . 

(c) 若 NN 是 x 的 邻 域 ,U 为 下 的 子 集 , 它 包含 NN, 则 UU 是 «的 邻 域 

( d) 车 N 是 x 的 邻 域 ,并 且 若 NN 表 示 集 合 |ze NIN 是 z 的 邻 域 | , 则 所 是 x 的 
邻 域 (集合 及 巴 做 N 的 内 部 . ) 

这 一 整套 结构 就 叫做 一 个 拓扑 空间 . 每 点 x e 区 指定 满足 公理 (a) ~ (d) 的 一 
组 邻 域 ,就 叫做 在 集合 人 上 给 了 一 个 拓扑 结构 ,或 简称 拓扑 . (为 了 对 公理 (d) 的 背 
景 稍 作 说 明 , 取 一 点 xe E”, 并 今 B( 球 ) 为 到 x 的 距离 小 于 等 于 1 的 点 集 . 则 B 是 % 


@ 现代 的 定义 很 晚 才 出 现 , 拓 扑 空间 的 公理 最 早 于 1914 年 在 Hausdorff 的 书 中 出 现 . 
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的 一 个 邻 域 . B 的 内 部 就 是 到 x 的 距离 小 于 1 的 点 所 构成 的 集合 (球体 减 去 它 的 边 
界 ) , 它 仍 是 x 的 邻 域 . ) 

现在 我 们 可 以 精确 地 说 明 什 么 是 连续 映射 ,什么 是 同 胚 了 . 设 天 与 了 是 拓扑 
空间 " 映射 :XY 是 连续 的 ,假如 对 于 XX 的 每 点 x, 以 及 f(x) 在 Y 内 的 任意 邻 域 
N, 集 合 广 (W) 为 x 在 蕊 内 的 邻 域 . 映射 :XY 叫做 是 一 个 同 胚 ,假如 它 是 一 对 
一 的 连续 满 射 ,并 且 有 连续 的 逆 映 射 . 如 果 这 样 一 个 映射 存在 , 则 称 匀 同 胚 于 了 ,或 
了 拓扑 等 价 于 六 . 

突然 之 间 事 情 变 得 复杂 起 来 ,我 们 需要 一 些 例子 来 缓和 一 下 ,这 将 会 比较 
直观 . 

例子 

1. 任何 欧 氏 空间 按 通常 的 方式 定义 邻 域 就 是 一 个 拓扑 空间 . 稍 后 ,我 们 将 证 明 
不 同 维 数 的 欧 氏 空间 不 能 互相 同 胚 . 这 是 一 个 困难 的 问题 ,但 是 它 的 解决 关系 到 我 
们 所 给 的 同 胚 定义 是 否 能 与 空间 维 数 的 概念 并 行 不 悖 . 

2. 设 X 为 拓扑 空间 ,了 为 X 的 子 集 . 我 们 可 以 在 Y 上 按 如 下 的 方式 定义 一 个 拓 
扑 . 对 于 一 点 yeY, 取 出 它 在 拓扑 空间 X 的 全 体 邻 域 ,使 这 每 个 邻 域 与 Y 相交 . 所 
得 的 交集 作为 y 在 Y 内 的 邻 域 . 拓扑 结构 的 公理 不 难 验 证 ,我 们 说 Y 具有 子 空间 拓 
扑 . 这 是 一 个 非常 有 用 的 手段 . 例如 ,这 使 我 们 可 以 把 欧 氏 空间 的 任何 子 集 看 作 一 
个 拓扑 空间 . 特别 地 ,我们 曾经 举 出 过 的 各 个 曲面 都 成 了 拓扑 空间 . 

3. 设 5 为 复 平面 上 的 单位 圆周 , [0,1) 为 大 于 等 于 0 小 于 1 的 全 体 实数 . 使 这 
两 个 集合 分 别 具 备 平面 与 实数 轴 的 子 空间 拓扑 . 按 f(x) = e*™ 定 义 f:[0,1) 一 C， 
则 给 出 了 一 个 连续 映射 . 注意 这 个 映射 是 一 对 一 的 满 射 它 的 逆 映 射 不 连续 (为 什 
么 ?). 这 说 明 在 同 胚 定义 中 对 于 逆 映 射 的 连续 性 要 求 是 非常 重要 的 :如 果 得 出 圆 
周 同 胚 于 区 间 , 那 将 是 很 令 人 扫兴 的 事 . 

4. 考虑 图 1.8 所 显示 的 情况 ,并 把 球面 与 四 面体 表面 看 作 是 E? 的 子 空间 . 验 
证 径 向 投影 7 给 出 这 两 个 空间 之 间 的 一 个 同 胚 . 这 种 类 型 的 同 胚 叫做 单纯 剖 分 
《这 里 得 到 的 是 球面 的 一 种 单纯 痢 分 ) ,后 面 将 有 一 章 专 门 讨论 它 . 

5. 集合 上 的 距离 函数 或 度量 给 出 这 个 集合 上 的 拓扑 . 邻 域 的 构造 恰 如 欧 氏 空 
间 的 情形 . 我 们 对 于 某 个 函数 空间 来 阐明 这 一 点 . 设 为 在 实数 轴 的 闭 区 间 上 和 定 
义 的 连续 实 值 函数 集合 . 这 个 集合 内 的 函数 必然 是 有 界 的 ,X 上 通常 的 距离 函数 定 
义 为 

d(f,g) = sup | f(x) ~ g(x)1. 
对 于 feX, 久 的 子 集 NN 是 f 的 邻 域 ,假如 对 于 某 个 正 实数 ,所 有 与 f 的 距离 小 于 或 
等 于 e 的 函数 都 在 w 内 . 


全 每 个 字母 站 与 了 包含 了 一 大 堆 内 容 , 即 定义 (1.3) 中 所 描绘 的 复杂 结构 
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6. 两 个 不 同 拓扑 空间 的 点 集 可 以 是 同一 个 . 作为 一 个 比较 奇怪 的 拓扑 结构 的 
例子 ,在 全 体 实 数 上 定义 一 个 子 集 为 某 实数 的 邻 域 ,假如 它 含 有 该 实数 ,并 且 它 的 
余 集 是 有 限 集 . 这 就 给 出 了 与 实数 轴 很 不 一 样 ( 不 同 胚 ) 的 拓扑 空间 . 注意 ,实数 集 
合 上 没有 一 个 距离 函数 给 出 这 个 拓扑 (为 什么 ?). 

7. 设 XX 为 一 个 集合 ,并 且 对 每 点 xe 针 ,定义 1x| 为 x 的 一 个 邻 域 . 从 而 按 公 理 
(c) ,内 任何 含有 x 的 子 集 是 x% 的 邻 域 . 直观 地 看 ,这 个 拓扑 使 了 成 为 离散 的 点 
集 , 每 点 x 有 一 个 邻 域 不 包含 任何 其 他 的 点 ,在 这 个 拓扑 之 下 ,任何 以 X 为 定义 域 
的 映射 是 连续 的 . 

我 们 现在 已 经 有 了 充分 的 准备 来 确切 地 说 明 什 么 是 曲面 ,不 用 一 定 要 限制 在 
某 个 欧 氏 空间 内 来 考虑 问题 了 . 

(1.4) 定义 曲面 是 这 样 的 拓扑 空间 , 它 的 每 一 点 有 同 胚 于 平面 的 邻 域 ,并 且 
任意 不 同 的 两 点 有 不 相交 的 邻 域 . 

值得 花 一 点 时 间 来 较为 详细 地 研究 这 个 定义 . 要 求 空间 的 每 一 点 有 邻 域 同 胚 
于 平面 ,这 正好 符合 我 们 直观 印象 中 曲面 应 该 有 的 样子 . 设想 我 们 站 在 这 种 曲面 上 
的 某 点 ,低头 看 脚下 不 远 的 地 方 ,我 们 将 会 觉得 自己 是 站 在 一 张 平面 上 . 地 球 表面 
就 是 一 个 很 好 的 例子 . 除非 你 是 天 圆 地 方 学 会 的 会 员 ,否则 你 一 定 相信 它 是 一 个 球 
面 ,可 是 从 局 部 来 看 它 非常 像 平面 . 更 仔细 地 想 一 想 这 个 要 求 : 空 间 的 每 点 有 邻 域 
同 胚 于 平面 . 我 们 必须 把 这 种 邻 域 本 身 看 作 一 个 拓扑 空间 才 有 意义 . 但 这 不 至 于 带 
来 困难 , 邻 域 也 不 外 乎 是 空间 的 一 个 子 集 , 因 此 可 以 给 它 以 子 空间 拓 扑 . 

第 二 个 要 求 (关于 每 两 个 不 同 的 点 ,有 不 相交 邻 域 ) 是 更 带 有 技术 性 的 . 根据 
经 验 ,曲面 的 各 种 具体 的 例子 都 具有 这 个 性 质 ; 然 而 遗憾 的 是 局 部 像 平面 的 空间 不 
能 自动 满足 它 . 

和 同 紧 我 们 所 给 出 的 是 尽 可 能 简单 的 定 
EE 义 . 如 果 人 允许 曲面 有 楼 或 边缘 ( 像 
Mobius 带 的 情形 ) , 则 不 能 期 望 每 点 有 
邻 域 同 胚 于 平面 . 我 们 还 必须 允许 某 
些 点 具有 同 胚 于 上 半 平 面 (由 平面 上 y 
坐标 大 于 或 等 于 零 的 点 构成 ). 所 有 我 
移 。” 们 见 到 的 关于 曲面 的 例子 , 当 它 们 被 
给 以 欧 氏 空间 的 子 空间 拓扑 时 ,都 能 
图 1.16 很 好 地 符合 这 个 定义 . 图 1. 16 举例 说 

明 Mabius 带 是 符合 这 个 定义 的 . 
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1.5 一 个 分 类 定理 


在 1.3 节 的 开头 ,我 们 曾经 表白 自己 是 热衷 于 几何 的 人 ,可 是 后 来 逐渐 陷 人 了 
技术 性 的 细节 . 为 了 摆脱 这 种 处 境 ( 至 少 暂 时 地 ) ,我 们 回 到 曲面 的 理论 . 抽象 拓扑 
空间 的 性 质 将 在 第 2 章 作 比较 详细 的 讨论 . 

我 们 将 限于 考虑 比较 好 的 一 类 曲面 ,只 考虑 那 种 没有 边缘 的 曲面 ,它们 在 某 种 
意义 之 下 是 自己 封闭 的 : 除 此 之 外 ,还 要 求 曲面 是 连通 的 , 即 只 有 一 整 块 . 球面 、 环 
面 、Klein 瓶 是 我 们 中 意 的 曲面 ;圆柱 面 与 M5bius 带 则 应 排除 在 外 ,因为 它们 有 棱 . 
全 平面 以 及 像 图 1. 9 表示 的 曲面 不 是 “封闭 ”的 ,也 排除 在 外 . 确切 地 说 ,我 们 所 考 
虑 的 是 紧 致 连通 曲面 ,不 过 紧 致 性 与 连通 性 的 精确 定义 需要 等 到 第 3 章 才 讲 . 

值得 注意 的 事实 是 ,如 果 我 们 同意 限于 考虑 这 些 所 谓 的 “ 闭 曲 面 ”, 则 我 们 可 
以 确切 地 说 出 这 种 曲面 一 共有 和 多少, 也 就 是 可 以 把 它们 分 类 . 这 就 是 说 , 列 出 一 张 
曲面 的 表 , 使 得 任何 闭 曲面 必定 同 胚 于 表 上 的 一 个 曲面 . 并 且 , 这 张 表 不 应 过 大 ; 换 
句 话 说 , 表 上 的 任何 两 个 曲面 不 同 胚 . 

可 以 按 下 述 方式 造 出 一 些 闭 曲面 . 取 一 个 普通 的 球面 来 , 挖 去 两 个 不 相交 的 圆 
盘 , 然 后 添加 上 一 个 圆柱 面 ,使 得 圆柱 面 的 两 个 边界 圆 分 别 粘 在 球面 上 开 出 的 圆 孔 
上 ,如 图 1. 17 所 示 . 这 个 过 程 叫做 “添加 一 个 环 柄 ”到 球面 上 . 重复 进行 ,得 到 添上 
两 个 、 三 个 或 任意 有 限 多 个 环 柄 的 球面 . 你 应 能 看 出 带 有 一 个 环 柄 的 球面 只 不 过 是 
( 同 胚 于 ) 一 个 环 面 . 通过 添加 环 柄 将 给 出 我 们 列表 中 曲面 的 半数 . 


带 有 一 个 环 柄 的 球面 
图 1.17 


遗憾 的 是 , 男 一 半 就 像 Klein 瓶 那样 不 能 在 三 维 欧 氏 空间 内 表示 出 来 ,因此 比 
较 难 以 想象 . 幸而 这 些 曲 面 模型 的 构造 过 程 还 不 难 描述 . 从 一 个 球面 开始 , 挖 去 一 
个 圆 盘 , 并 在 此 处 添上 一 个 Mabius 带 . 注意 Mobius 带 的 边缘 是 由 一 整个 圆周 构 
成 ,所 以 只 需 将 这 个 圆周 与 球面 上 所 开 圆润 的 边界 圆周 粘 起 来 便 可 . 你 必须 想象 这 


个 粘 合 过 程 是 在 某 个 具有 充分 余地 的 空间 ?内 完成 的 (四 维 欧 氏 空间 就 足够 ), 如 
同上 面 所 注意 的 ,不 使 Mibius 带 自己 相交 而 在 三 维 空间 内 做 这 种 粘 合 是 办 不 到 
的 . 所 得 到 的 闭 曲 面 叫做 射影 平面 . 

对 于 每 个 正 整 数 ,我 们 可 以 从 球面 挖 去 二 个 互 不 相交 的 圆 盘 , 然 后 各 替换 上 
一 个 Mibius 带 ,从 而 得 到 一 个 闭 曲面 . 当 ”=2 时 ,就 重新 得 到 Klein 瓶 ,图 1. 18 的 
用 意 就 是 打算 说 明 为 什么 是 这 样 . 将 Klein 瓶 在 三 维 空间 内 的 通常 示意 图 一 臂 为 
两 半 ,并 将 这 两 片 各 作 稍 许 挪动 以 避免 自己 相交 ,于 是 得 到 两 个 Mabius 带 ,如 图 
1. 18a 所 示 . 取出 其 中 之 一 来 , 标 出 边界 圆周 的 一 个 小 邻 域 ;这 个 邻 域 同 胚 于 圆柱 
面 . 除去 圆柱 面 ( 见 图 1. 18c) , 剩 下 一 个 略微 小 些 的 Mabius 带 . 读者 自然 会 想起 贺 
柱 面 同 豚 于 挖 去 两 个 不 相交 的 圆 盘 的 球面 . 因此 ,Klein 瓶 的 通常 描述 与 这 里 n=2 
时 的 构造 完全 一 致 . 


图 1.18 


(1.5) 分 类 定理 ”任何 闭 曲面 或 者 同 胚 于 球面 ,或 者 同 胚 于 添加 了 有 限 多 个 
环 柄 的 球面 ,或 者 同 胚 于 挖 去 有 限 多 个 圆 盘 而 以 Mibius 带 代替 的 球面 . 而 这 些 球 
面 中 的 任何 两 个 都 不 同 且 . 

例如 , 带 有 一 个 环 柄 的 球面 挖 去 一 圆 盘 , 代 之 以 M5bius 带 , 所 得 的 曲面 就 同 胚 
于 从 球面 挖 去 三 个 互 不 相交 的 圆 盘 而 代 之 以 Mibius 带 的 球面 . 分 类 定理 将 在 第 7 
章 中 证 明 . 


下 在 第 4 章 中 ,我 们 将 介绍 怎样 可 以 毫 不 涉及 空间 了 或 Be 内 的 模型 而 将 两 个 拓扑 空间 粘 合 ,以 得 到 
个 新 的 拓扑 空间 . 
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添加 了 个 环 柄 的 球面 叫做 亏 格 为 ”的 可 定向 曲面 . 称 它 可 定向 ,是 由 于 下 面 
的 理由 . 如 果 在 这 种 曲面 上 画 一 条 平滑 的 闭 曲 线 , 在 曲线 上 某 些 点 选 定 切 向 量 与 法 
向 量 ( 也 就 是 说 ,在 各 点 附近 选 定 了 坐标 系 一 一 常 叫 做 局 部 定向 ) ,然后 让 这 些 向 
量 沿 曲线 运行 一 周 , 则 仍然 回 到 原来 的 一 组 向 量 ( 图 1. 19a). 任何 包含 有 Mabius 
带 的 曲面 不 满足 这 个 性 质 ,因此 叫做 不 可 定向 曲面 . 所 列表 中 的 后 一 半 都 是 这 一 
类 . 图 1. 19b 表明 当 切 向 量 与 法 向 量 沿 着 Mabius 带 的 中 心 圆 运 行 一 周 时 ,法 向 量 
方向 逆转 . 


图 1.19 


可 定向 曲面 的 分 类 是 Mabius( 1790 一 1868 ) 在 一 篇 为 申请 巴黎 科学 院 数学 大 
奖 所 写 的 论文 中 初次 提出 并 解决 的 ,当时 他 已 71 岁 . 审查 机 构 认 为 当时 收 到 的 一 
些 手稿 都 不 值得 获奖 ,因此 ,Mabius 的 工作 最 后 以 一 篇 普通 数学 论文 的 面目 出 现 . 
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我 们 应 当 立 即 指出 ,试图 将 所 有 的 拓扑 空间 予以 分 类 是 毫 无 可 能 的 . 但 是 我 们 
愿意 谋求 一 些 途径 ,使 得 能 够 判断 两 个 具体 的 空间 ( 比如 曲面 ) 是 否 为 同 胚 的 . 

求证 两 个 空间 拓扑 等 价 是 一 个 几何 问题 ,将 涉及 怎样 造 出 两 个 空间 之 间 具 体 
的 同 胚 . 所 用 的 技巧 则 随 问题 的 不 同 而 互 异 . 我 们 已 经 (至 少 提要 地 ) 给 出 了 例子 ， 
证 明 Klein 瓶 同 胚 于 挖 去 球面 上 两 个 不 相交 的 圆 盘 而 代 之 以 Mabius 带 所 得 的 
球面 . 

求证 两 个 空间 不 同 胚 , 则 是 性 质 完全 不 同 的 另 一 个 问题 . 不 可 能 将 两 个 空间 之 
闻 的 每 个 映射 都 拿 来 检验 ,断定 它们 不 同 胚 . 这 时 采取 的 办 法 是 依靠 空间 的 “拓扑 
不 变量 ” :不 变量 可 以 是 空间 的 某 种 几何 性 质 ,也 可 以 是 数 ,比如 像 对 空间 有 定义 
的 Euler 数 , 也 可 以 是 代数 系统 ,比如 从 空间 造 出 来 的 群 或 者 环 . 重要 之 点 在 于 这 
些 不 变量 为 同 胚 所 保持 一 一 名 称 正 是 由 此 得 来 . 如 果 我 们 怀疑 两 个 空间 不 同 胚 ,可 
以 计算 它们 的 某 些 不 变量 ,一 旦 发 现 算出 的 答案 不 一 样 ,我 们 的 设想 就 得 到 证 实 . 
下 面 举 两 个 例子 . 

在 第 3 章 中 我 们 将 引进 连通 性 的 概念 :大 体 上 说 ,空间 是 连通 的 ,假如 它 是 -- 
整 块 . 这 个 概念 可 以 很 准确 地 定义 ,并 且 人 们 也 会 毫 不 惊奇 地 看 出 , 当 施 用 拓扑 映 
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射 于 连通 空间 时 ,所 得 的 结果 仍然 是 连通 的 ;也 就 是 说 ,连通 性 是 拓扑 不 变量 . 平面 
E 是 连通 空间 的 一 个 例子 ,直线 E' 也 是 . 但 是 ,如 果 我 们 从 也 除去 原点 , 则 空间 
分 成 了 两 块 (相应 于 正 的 实数 与 负 的 实数 ) ,这 就 是 一 个 不 连通 的 空间 . 假定 有 一 
个 同 胚 h:E' 一 EB? 存在 , 则 它 将 诱导 一 个 从 E' - 101 到 EE?- {A(0)| 的 同 胚 .但 EE 
除去 一 点 后 是 个 连通 空间 (还 是 一 整 块 ) ,而 E' - 10| 则 不 连通 . 因此 ,可 以 得 出 
不 同 胚 于 五 的 结论 . 

第 二 个 例子 考虑 Poincar 所 引入 的 一 种 构造 ,这 将 是 第 5 章 的 主题 . 他 的 想法 
是 把 每 个 拓扑 空间 对 应 于 一 个 群 ,使 得 同 胚 的 空间 具有 同 构 的 群 . 如 果 我 们 想 区 别 
两 个 空间 ,可 以 先 尝试 以 代数 的 方式 来 解决 问题 ,计算 它们 的 群 ,看 看 这 些 群 是 否 
同 构 . 如 果 这 些 群 不 同 构 , 则 空间 是 不 同 的 (不 同 胚 ). 当然 也 许 我 们 运气 不 好 ,得 
出 同 构 的 群 ,这 时 就 得 谋求 更 精细 的 不 变量 来 区 别 这 两 个 空间 . 

考虑 图 1. 20 所 画 的 两 个 空间 . 我 们 不 能 指望 这 两 个 空间 之 间 存 在 着 同 胚 , 毕 
竞 环 形 区 域 中 间 有 个 洞 而 圆 盘 没 有 . 这 个 洞 的 影响 可 由 图 1. 21 内 的 环 道 a 很 好 地 
反映 出 来 . 正 是 由 于 有 这 个 洞 ,使 得 环 道 a 不 能 在 环形 区 域 里 面 连续 地 缩 成 一 点 ， 
而 在 一 个 圆 盘 里 ,任何 环 道 可 以 连续 地 缩 为 一 点 . Poincaré 的 构造 是 用 像 a 这 样 的 
环 道 来 产生 一 个 群 ,所 谓 (这 个 环形 区 域 的 ) 基本 群 : 这 个 群 将 使 环形 域 有 洞 的 事 
实 得 到 突出 的 反映 . 


1.20 图 1.21 


像 a 这 样 的 环 道 将 给 出 基本 群 的 一 个 非 平凡 元 素 . 再 看 环形 区 域 , 环 道 B 也 同 
“一 样 能 使 我 们 识别 洞 的 存在 ,因为 8 可 以 作 不 经 过 洞 区 的 连续 形变 而 变 成 w. 这 
就 提示 说 6 应 与 a 代表 基本 群 内 的 同一 个 元 素 . 考虑 以 某 个 特定 的 点 为 环 道 的 起 
点 与 终点 ,就 可 以 按 自 然 的 方式 作 环 道 的 乘积 . 环 道 a 与 B 的 乘积 a B, 可 以 理解 
为 先 沿 a 而 行 ,接着 沿 B 而 行 的 复合 环 道 . 在 这 个 乘法 之 下 , 环 道 集合 本 身 不 能 构 
成 一 个 群 ,但 如 果 把 (保持 端点 不 动 ) 可 以 互相 连续 形变 的 环 道 等 同 起 来 , 则 所 得 
到 的 环 道 等 价 类 集合 确实 成 一 个 群 . 

以 上 的 讨论 可 以 严格 化 . 从 数学 上 说 ,拓扑 空间 天 内 的 环 道 不 外 是 一 个 连续 
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映射 a:C 一 X, 其 中 C 表示 复 平面 上 的 单位 圆周 ; 若 a(1) =p, 其 中 点 p 在 并 中 , 则 
我 们 说 环 道 以 p 为 起 点 与 终点 . 图 中 环 道上 标 出 的 箭头 指示 9 增加 的 方向 ,其 中 6 
为 C 的 参数 ,C 参数 化 为 |e*10<9<2m|. 把 箭头 逆转 产生 另 一 个 不 同 的 环 道 , 相 
当 于 在 基本 群 内 取 逆 元 素 . 最 简单 的 环 道 是 把 C 映 为 一 点 p 的 映射 ,这 个 环 道 代 表 
基本 群 内 的 单位 元 素 . 

圆 盘 的 基本 和 群 是 平凡 群 ,这 是 因为 任何 环 道 可 连续 地 缩 为 一 点 一 连续 形变 
定义 的 细节 到 第 5 章 再 说 . 环形 区 域 的 基本 群 为 整数 所 构成 的 无 限 循环 群 图 1. 22 
给 出 了 代表 0, -1 与 +2 的 环 道 . 


图 1.22 


不 难 想 象 同 胚 的 空间 具有 同 构 的 基本 群 . 若 a:C 一 X 为 X 内 的 环 道 ,h:X_»Y 
为 同 胚 , 则 aa:C 一 了 定义 了 了 内 的 一 个 环 道 ;连续 形变 也 由 同 胚 从 蕊 送 到 了 我 们 
可 以 得 出 结论 说 圆 盘 与 环形 区 域 不 是 同 胚 的 . 

列举 儿 个 将 利用 基本 群 来 解决 的 问题 (三 个 来 自 几 何 ,一 个 来 自 代数 ) ,这 或 
许 是 结束 本 章 ,并 使 读者 能 够 罕见 以 后 各 章 端倪 的 最 佳 方式 . 

曲面 的 分 类 定理 (1.5) 所 列 的 表 中 任何 两 个 曲面 的 基本 群 不 同 构 , 因 此 ,这 
些 曲 面 互 不 同 胚 . 

Jordan 分 离 定理 平面 内 的 任何 简单 闭 曲线 将 平面 分 为 两 块 . 

Brouwer 不 动 点 定理 ” 圆 盘 到 自 己 的 任何 连续 映射 至 少 有 一 个 不 动 点 . 

Nielsen-Schreier 定理 自由 群 的 子 群 是 自由 群 . 


习 题 
1. 证 明 : 对 于 任何 树 形 7,v(7) -e(7) =1. 
2. 更 进 一 本 证 明 1 的 RE 0 


4. 春风 上 1.3 i 一 修业 向 卫生 构造 对 侦 图 厂 , 并 证 明 栈 含有 环 道 . 

5. 作 了 习题 4 以 后 ,将 7 与 古都 在 多 面体 内 增 厚 .7 是 树 形 , 所 以 增 厚 以 后 变 成 盘 形 . 二 增 厚 变 成 
什么 ? 

6. 设 P 为 正 多 面体 , 它 的 每 个 面 有 p 个 边 ,每 个 顶点 是 g 个 面 的 交点 . 用 Euler 公式 证 明 . 
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7. 从 习题 6 导出 , 正 多 面体 只 有 5 种 . 
8. 对 于 图 1. 3 所 画 的 多 面体 验证 -ee +j= 0. 找 出 一 个 可 以 形变 为 哑铃 面 ( 见 图 1. 23e) 的 多 面 
体 ,并 计算 它 的 Euler 数 . 
9. 观察 一 个 网 球 的 表面 ,是否 能 看 出 哪 是 两 个 盘 形 相交 于 它们 的 公共 边界 . 
10. 试 写 出 实数 轴 与 开 区 间 (0,1) 之 间 的 一 个 同 胚 . 证 明 任意 两 个 开 区 间 同 胚 . 
11. 设想 图 1. 23 所 画 的 曲面 是 橡皮 做 的 . 对 于 每 一 对 空间 X,Y, 通过 自己 思考 而 确认 可 以 连续 
地 形变 为 工 


站 穿孔 圆柱 面 二 穿 两 个 孔 的 圆 盘 


下 -穿孔 环 面 天 两 个 圆柱 面 在 一 个 方块 上 焊接 


好 哑铃 面 或 双环 面 二 两 辟 “ 环 绕 ” 的 哑铃 面 
图 1.23 


12. 图 1.24 画 出 从 除去 了 北极 的 球面 到 平面 的 “ 球 极 平面 投影 "7, 写 出 7 的 公式 ,并 验证 7 是 
同 肛 . 


图 1.24 


注意 提供 了 除去 南北 极 的 球面 与 除去 原点 的 平面 间 的 一 个 同 胚 

13. 设 * 与 y 为 球面 上 的 点 . 求 出 球面 的 一 个 把 x 送 到 y 的 同 胚 . 将 球面 换 为 平面 、 环 面 , 作 同一 
个 问题 . 

14. 用 长 方形 纸 条 作 一 个 Mobius 带 , 并 沿 着 它 的 中 心 圆 剪 开 . 结果 如 何 ? 

15. 将 M6bius 带 沿 着 在 边界 与 中 心 圆 正中 间 的 圆周 剪 开 . 沿 着 从 边界 算 起 三 分 之 一 距离 的 圆周 
剪 开 . 得 到 的 都 是 什么 空间 ? 
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16. 
17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


若 将 长 方 纸 条 扭转 一 整 周 粘 起 来 ,并 沿 着 中 心 圆 剪 开 , 结 果 如 何 ? 
定义 f:[0,1) 一 C 按照 人 x) =ex™. 证 明太 为 连续 满 单 射 . 找 一 点 xe[0,1) 与 x 在 [0,1) 的 一 
个 邻 域 N, 使 得 N) 不 是 fx) 在 C 内 的 一 个 邻 域 由 此 ,导出 /不 是 同 胚 . 

如 果 你 感到 习题 11(b) 有 困难 , 按 下 述 方式 作 控 去 一 个 圆 盘 的 下 


环 面 . 先 取 一 个 正方 形 来 , 它 的 边 将 要 按 通常 的 方式 粘 合 以 得 到 
环 面 (图 1.25). 注意 , 那 四 块 阴影 部 分 拼 起 来 构成 环 面 上 的 一 
个 盘 形 . 将 这 四 块 从 正方 形 割 掉 , 剩 下 部 分 按 原来 该 粘 合 之 处 人 + 
粘 上 . 
设 革 为 拓扑 空间 ,Y 是 X 的 子 集 . 验证 所 谓 子 空间 拓扑 确实 是 了 
上 的 一 个 拓扑 . 
证 明 图 1.8 的 向 径 投 影 是 从 四 面体 表面 到 球面 的 一 个 同 胚 ( 一 
者 都 假设 具有 从 E; 得 来 的 子 空间 拓扑 ). 图 1.25 
设 C 为 复 平 面 上 的 单位 贺 周 ,D 为 以 C 为 边界 的 圆 盘 , 给 定 两 点 x,ye D-C, 找 -个 从 D 到 
D 的 同 胚 ,使 x 与 y 互 换 ,并 且 使 C 上 每 点 不 动 . 
C,D 如 前 一 题 ,定义 h:D 一 CD 一 C 按照 

h(0) = 0， 


h(re*) = rexp[ife 十 ==")]. 


1 -r 


证 明 中 为 同 胚 ,但 疡 不 能 扩张 为 一 个 从 万 到 万 的 同 胚 . 画图 显示 hh 在 D 的 一 条 直径 上 的 
影响 . 
用 连通 性 的 直观 概念 论证 圆周 与 长 了 一 个 角 的 圆周 不 能 同 胚 ( 图 1. 26). 


圆周 
图 1.26 


设 了 ,了 为 平面 上 的 子 空间 ,如 图 1. 27. 假定 环形 区 域 到 自 身 的 同 胚 必 将 两 个 边界 圆周 上 的 
点 映 到 边界 圆周 上 人 ,论证 荆 不 能 同 胚 于 


图 1.27 


带 柄 圆周 


不 太 容 易 证 明 : 见 定理 (5.24) 的 证 明 . 
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25. 设 XX 与 Y 如 上 题 ,考虑 B 的 下 列 两 个 子 空间 
Xx[0,1] = {f(x,y,2) | (x,y) e X, 0O<z<1}, 
Yx[0,1] = {f(x,y,z2)| (x,y) e Y, O<z<11}. 


读者 试 自己 通过 思考 而 确信 如 果 这 两 个 空间 是 橡皮 做 的 , 则 从 一 个 可 以 形变 成 男 一 个 ,从 而 
它们 是 同 胚 的 . 

26. 假定 读者 已 作 了 习题 14 ,证 明 将 圆柱 面 边界 圆周 之 中 一 个 的 各 对 对 径 点 粘 合 就 得 到 一 个 
Mabius 带 ， 


27. 如 图 1. 28 作出 Klein 瓶 的 一 个 模型 . 沿 直线 CD 切 开 ,然后 粘 合 标 有 48 字样 的 两 条 线 . 观察 
所 得 结果 ,并 导出 :Klein 瓶 是 由 两 个 具有 公共 边界 的 Mibius 带 构 成 . 


4 B 
C D 
A B 
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Geometry formerly was the chief borrower from arithmetic and algebra, but it has 
since repaid its obligations with abundant usuary; and if | were asked to name, in one 
work , the pole star round which the mathematical firmament revolves, the certral idea 
which pervades the whole corpus of mathematical doctrine ,1 should point to Continuity as 
contained in our notions of space ,and say ,it is this,it is this! (几何 曾经 大 量 地 从 算 
术 与 代数 中 借用 概念 ,但 是 到 了 今天 , 它 已 经 大 大 超额 地 补偿 了 宿 债 如果 有 人 要 
我 阅 出 有 哪 一 个 概念 , 堪 比 数学 的 苍穹 所 环绕 的 北极 星 ,是 闪现 于 整个 数学 文献 里 
的 中 心 概念 ,我 一 定 会 指 着 描述 空间 性 质 的 “连续 性 ” ,说 道 :就 是 它 ,就 是 它 !) 

J.J. Sylvester 


2.1 开 集 与 闭 集 


第 1 章 所 给 的 拓扑 空间 定义 虽然 合乎 我 们 直观 上 对 于 空间 的 要 求 ,但 用 起 来 
并 不 十 分 方便 ,因此 ,我 们 的 第 一 个 任务 就 是 拿 出 一 组 与 之 等 价 的 ,但 更 便于 运用 
的 公理 . 

设 X 为 拓扑 空间 ,X 的 子 集 0 称 为 开 集 ,假如 它 是 它 自己 每 个 点 的 邻 域 . 注意 
按 定 义 (1.3) 的 公理 (e) ,任意 一 组 开 集 的 并 集 是 开 集 . 按 那里 的 公理 (b) ,任意 有 
限 多 个 开 集 的 交集 为 开 集 . 整个 空间 X 与 空 集 纪 是 开 集 . 而 且 对 于 一 点 x 的 邻 域 
NN, 公 理 (d) 告 诉 我 们 NN 的 内 部 是 一 个 开 集 , 它 含 有 * ,并 且 包 含 在 N 内 . 

在 EV 内 ,一 个 集合 是 开 集 ,假如 对 于 它 的 每 点 有 以 这 点 为 中 心 的 球 包 含 在 集 
合 内 . 例如 ,由 不 等 式 z >0 定义 的 半空 间 是 开 集 , 坐标 满足 x* +y + <1 的 点 集 
也 是 开 集 . 男 一 方面 ,由 z>0 定义 的 半空 间 不 是 开 集 ,因为 包围 着 (x,y) 平 面 上 一 
点 的 球 ,无 论 多 么 小 ,一 定 伸 到 由 z <0 决定 的 下 半空 间 内 去 . 一 组 无 穷 多 个 开 集 的 
交集 不 一 定 是 开 集 ,例如 ,集合 组 


{ (x,7,2) lx +y +2 < 一 |， n=1,2,3,. 
的 各 集合 一 齐 拿 来 作 交 和 集 得 到 的 是 了 的 原点 ,不 是 开 集 . 
现在 我 们 试 从 另 一 个 方向 着 手 , 从 开 集 的 概念 出 发 ,对 于 每 点 造 出 一 组 邻 域 
来 . 于 是 假定 对 于 集合 给 定 了 它 的 一 组 子 集 ( 称 为 开 集 )， 使 得 任意 多 个 开 集 的 
并 集 是 开 集 ,任意 有 限 多 个 开 集 的 交集 是 开 集 ,整个 X 与 空 集 也 是 开 集 . 对 于 蕊 的 
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点 *, 我 们 称 X 的 子 集 N 为 x 的 邻 域 ,假如 可 以 找到 开 集 0, 满足 xe0CN. 

我 们 说 ,这 个 邻 域 的 定义 使 X 成 为 一 个 拓扑 空间 . 每 点 至 少 有 一 个 邻 域 ,全 空 
间 半 就 是 ;定义 (1.3) 的 公理 (a) 与 (c) 显 然 满足 . 若 N,N, 是 x 的 邻 域 , 则 有 开 集 
01,0, 满足 xe0,CN,xe0,CN,, 于 是 有 xe O01Nn0,CNN. 但 0,no, 是 开 
集 , 因 此 ,NmmN 是 x 的 邻 域 ,这 就 验证 了 公理 (b). 最 后 , 设 和 N 是 x 的 邻 域 , 令 入 为 
以 NWN 为 邻 域 的 点 z 的 全 体 . 取 开 集 0 ,使 得 xe 0CN. 作为 开 集 ,0 是 它 自己 每 一 点 
的 邻 域 ,因此 ,0 包含 于 丸 . 因此 ,入 为 x 的 邻 域 ,这 就 验证 了 公理 (d). 

我 们 决定 久 一 个 圈子 . 换 句 话说 ,从 一 组 所 谓 的 开 集 出 发 ,构造 出 一 个 拓扑 空 
间 半 ,然后 再 看 这 个 空间 内 的 开 集 . 这 两 个 “ 开 ” 的 概念 是 否 一 致 呢 ? 回答 是 肯定 
的 . 因为 大 0 是 原来 的 开 集 之 一 , 则 按 邻 域 的 定义 ,0 是 它 自己 每 点 的 邻 域 ,因此 
它 是 拓扑 空间 XX 内 的 一 个 开 集 . 反之 , 若 U 是 空间 X 的 一 个 开 集 , 它 是 它 自己 每 点 
的 邻 域 . 因此 ,对 于 xeU, 可 以 找到 原来 的 开 集 0, 使 得 x*e 0, CU. 于 是 U= 
U {10,1xe UU} 是 原来 意义 下 的 开 集 ,因为 任意 一 组 开 集 的 并 集 是 开 集 . 我 们 留 给 读 
者 去 检验 另 一 种 可 能 性 , 即 从 一 个 拓扑 空间 出 发 ,引进 开 集 的 概念 ,然后 用 这 些 开 
集 对 于 每 点 造 出 一 族 邻 域 , 则 所 得 的 这 些 邻 域 正 是 原来 空间 内 按 公 理 规 定 的 邻 域 . 

以 上 的 讨论 说 明 , 有 充分 的 根据 将 拓扑 空间 的 定义 以 开 集 为 出 发 点 来 重 述 . 

(2.1) 定义 集合 下 上 的 一 个 拓扑 是 由 天 的 子 集 所 构成 的 一 个 非 空 组 , 它 的 
成 员 叫 做 开 集 , 它 们 满足 下 列 要 求 :任意 多 个 开 集 的 并 集 是 开 集 ,有 限 多 个 开 集 的 
交集 是 开 集 ,XX 与 空 集 是 开 集 . 集合 配备 了 它 上 面 的 一 个 拓扑 以 后 叫做 拓扑 空间 . 

以 后 ,我们 将 采用 这 个 定义 . 

在 E" 的 “通常 "拓扑 中 , 开 集 的 刻画 如 下 . 集合 U 为 开 集 , 假 如 对 于 xeU, 总 
可 以 找到 正 的 实数 =, 使 得 以 * 为 中 心 ,s 为 半径 的 球 整个 落 在 U 内 . 每 当 提 到 E” 
时 ,我 们 总 认为 给 的 是 这 个 拓扑 . 

若 半 为 拓扑 空间 ,了 为 X 的 子 集 ,Y 上 的 子 空间 拓扑 ,或 诱导 拓扑 是 以 X 的 开 
集 与 了 的 交集 作为 这 个 拓扑 的 开 集 而 定义 的 . 换 句 话说 ,了 的 子 集 U 在 子 空间 拓扑 
之 下 为 开 集 , 假 如 我 们 可 以 找到 的 开 集 0, 使 得 UV=0NY. 比如 , 欧 氏 空间 的 任 
何 子 集 就 按 这 种 方式 得 到 一 个 拓扑 . 每 当 我 们 说 起 拓扑 空间 蕊 的 一 个 子 空间 了 
时 ,总 是 理解 为 Y 是 的 子 集 ,并 配备 了 子 空间 拓扑 . 

一 个 极端 的 情形 是 世上 的 离散 拓扑 . 这 时 ,X 的 每 个 子 集 是 开 集 . 这 是 在 一 个 
给 定 的 集合 X 上 所 可 能 有 的 最 大 拓扑 (如 果 一 个 拓扑 包含 了 另 一 个 拓扑 内 所 有 的 
开 集 , 则 说 它 “ 大 于 ”另外 那个 拓扑 ). 具有 离散 拓扑 的 空间 叫做 离散 空间 . 例如 , 若 
我 们 取 E” 内 具有 整数 坐标 的 全 体 点 ,并 给 以 子 空间 拓扑 , 则 所 得 的 是 离散 空间 . 

拓扑 空间 的 子 集 叫 做 闭 集 , 假 如 它 的 余 集 是 开 集 . 考虑 平面 上 的 子 集 , 如 单位 
圆周 .单位 圆 盘 (坐标 满足 x +y <1 的 点 ) 及 函数 y =e 的 图 像 ,或 满足 x 宇 y 的 
点 (x,y) ,等 等 . 所 有 这 些 都 是 闭 集 . 其 次 在 E 内 考虑 满足 x0 与 y>0 的 点 (x， 


2.1 开 集 与 闭 集 23 


7) 的 全 体 所 构成 的 集合 4. 4 不 是 闭 集 ,因为 轴 在 它 的 余 集 内 ,但 是 中 心 在 正 x 轴 
上 的 任何 球体 必 与 4 相交 . 同时 注意 4 也 不 是 开 集 . 因此 , 子 集 可 以 既 不 是 开 的 也 
不 是 闭 的 . 但 集合 也 可 以 同时 是 开 的 又 是 闭 的 . 例如 , 取 空 间 X 为 E? 内 满足 x 宕 1 
或 x< -1 的 所 有 的 点 (%,y) 构 成 ,具备 由 FE? 诱导 的 拓扑 . 内 第 一 个 坐标 为 正 的 
点 所 构成 的 子 集 是 下 内 既 开 又 闭 的 子 集 (但 它 当然 不 是 E? 的 开 集 ). 注意 任意 多 
个 闭 集 的 交集 为 闭 集 ,有 限 多 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 . 只 需 用 De Morgan 公式 就 可 证 
明 这 些 . 

闭 集 可 按 下 述 方式 刻画 . 设 4 为 拓扑 空间 XX 的 子 集 ,一 点 peX 叫做 4 的 极限 


点 (或 聚 点 ) ,假如 的 每 个 邻 域 包含 了 4 - 1p| 的 至 少 一 点 . 如 下 面 的 例子 表明 ,4 
的 极限 点 可 以 属于 4, 也 可 以 不 属于 4. 
例子 


2. 仍然 取 X 为 实数 轴 , 设 4=[0,1). 则 4 的 每 点 为 4 的 极限 点 , 除 此 之 外 ,1 
也 是 4 的 一 个 极限 点 . 

3. 设 为 下 ,4 由 坐标 为 有 理 数 的 点 的 全 体 构成 . 则 EE 的 每 点 为 4 的 极 
限 点 . 

4. 男 一 个 极端 , 设 4CE’ 为 坐标 是 整数 的 点 集 . 则 4 没有 任何 极限 点 . 

5. 取 针 为 全 体 实数 配备 以 所 谓 余 有 限 拓扑 . 这 里 ,一 个 集合 为 开 集 ,假如 它 的 
余 集 为 有 限 或 整个 X. 若 取 4 为 X 的 任何 无 穷 子 集 ( 比如 说 全 体 整数 ) , 则 的 每 
点 为 4 的 一 个 极限 点 . 另 一 方面 ,X 的 有 限 子 集 在 这 个 拓扑 之 下 没有 极限 点 . 

(2.2) 定理 一 个 集合 为 闭 集 , 当 且 仅 当 它 包 含 了 自己 所 有 的 极限 点 . 

证 明 着 4 为 闭 集 , 则 它 的 余 集 开 -4 为 开 集 . 由 于 开 集 是 它 自己 每 一 点 的 邻 
域 ,X -4 的 任何 一 点 不 能 是 4 的 极限 点 . 因此 ,4 包含 了 它 自己 所 有 的 极限 点 . 反 
之 ,者 4 包含 了 它 自 己 的 所 有 极限 点 ,对 于 任意 的 xs -4, 由 于 x 不 是 4 的 极限 
及 ,可 以 找到 x 的 邻 域 NN 与 4 不 相交 . 因此,N 在 -4 内 ,这 表示 说 -4 为 它 自 
己 每 点 的 邻 域 ,从 而 是 开 集 . 于 是 知道 4 是 闭 集 . 

4 与 它 所 有 的 极限 点 的 并 集 叫做 4 的 闭 包 , 记 作 芳 . 

(2.3) 定理 4 的 闭 包 是 最 小 的 包含 4 的 闭 集 , 换 句 话 说 ,是 包含 4 的 一 切 闭 
集 之 交 . 

证 明 首先 ,注意 4 确实 是 闭 集 . 因为 若 xe 义 - 研 , 我 们 可 以 找到 x 的 开 邻 域 U 
与 4 不 相交 . 由 于 开 集 是 它 每 一 点 的 邻 域 ,U 也 不 能 包含 4 的 任何 极限 点 . 因此 ,有 
于 集 U 使 得 x*e UCX- A. 因 此,X -4 是 它 自己 每 一 点 的 邻 域 , 它 必 然 是 开 集 . 若 B 
是 包含 4 的 任意 一 个 闭 集 . 则 4 的 每 个 极限 点 也 是 B 的 一 个 极限 点 ， 因此 必 属 于 
8. 这 就 得 到 4 CB. 由 于 4 为 闭 集 ,包含 4, 并 且 包 含 于 任何 包含 4 的 闭 集 ,所 以 4 必 
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然 是 所 有 包含 4 的 闭 集 的 交集 . 

(2.4) 系 一 个 集合 为 闭 集 , 当 且 仅 当 它 等 于 自己 的 闭 包 . 

闭 包 等 于 整个 空间 的 集合 叫做 是 稠密 的 . 上 面 例 3 就 是 这 个 情形 . 稠密 集 与 空 
间 的 任何 开 集 相 交 . 

集合 4 的 内 部 是 包含 于 4 的 所 有 开 集 之 并 , 记 作 4. 立刻 可 以 验证 ,一 点 x 属 
于 4 的 内 部 , 当 且 仅 当 4 是 x 的 邻 域 . 开 集 是 它 自己 的 内 部 . 在 E? 内 如 果 用 DD 表 
示 单 位 圆 盘 , 即 满足 x + 入 大 1 的 点 (x,y) 的 集合 , 则 DD 的 内 部 是 D~-C, 这 里 C 是 
单位 圆周 ;圆周 C 的 内 部 为 空 集 , 因为 平面 上 包含 于 C 的 开 集 只 有 空 集 . 

另 一 个 有 用 的 概念 是 集合 的 边界 . 集合 4 的 边界 定义 为 4 的 闭 包 与 X-4 的 
闭 包 之 交 . 一 个 等 价 的 定义 是 X 内 既 不 属于 4 的 内 部 ,又 不 属于 XX-4 内 部 的 点 所 
构成 的 集合 . 例如 ,在 平面 内 ,单位 圆 盘 D, 它 的 内 部 ,以 及 单位 圆周 C 都 有 相同 
的 边界 , 即 C. E? 内 具有 有 理 坐 标的 全 体 点 以 整个 E? 为 边界 ,因此 ,一 个 子 集 的 边 
界 可 以 是 整个 空间 . 

设 集 合 X 上 有 了 一 个 拓扑 ,B 为 这 个 拓扑 的 一 组 开 集 ,使 得 每 个 开 集 可 以 写成 
B 中 成 员 的 并 集 . 则 B 叫做 这 个 拓扑 的 一 组 拓扑 基 . 一 个 等 价 的 陈述 方式 是 对 于 任 
意 点 xeX 以 及 x 的 邻 域 N, 有 8B 的 成 员 B, 使 得 xe BCBpB. 实数 轴 的 拓扑 提供 了 一 
个 很 好 的 例子 ,在 那里 ,全 体 开 区 间 构 成 一 组 拓扑 基 . 而 具有 有 理 数 端点 的 开 区 间 
全 体 构 成 一 组 更 小 些 的 拓扑 基 ( 注 意 第 二 组 拓扑 基 是 可 数 的 ). 

用 给 出 一 组 拓扑 基 的 办 法 来 描述 拓扑 结构 往往 是 很 有 用 处 的 . 为 此 ,我 们 愿意 
知道 在 什么 条 件 下 的 一 组 子 集 是 某 个 拓扑 的 拓扑 基 . 

(2.5) 定理 设 B 是 由 下 的 子 集 构 成 的 一 个 非 空 组 . 若 B 内 有 限 多 个 成 员 的 
交 仍 属于 B, 并 且 若 UB = 了 , 则 B 是 和 上 某 个 拓扑 的 拓扑 基 . 

证 明 取 pB 成 员 一 切 可 能 的 并 集 作 为 开 集 ,然后 验证 它们 满足 一 个 拓扑 必须 
满足 的 要 求 . 


习 题 
1. 对 于 拓扑 空间 X 内 的 任意 子 集 4,8, 验 证 下 列 性 质 : _ 
(a) AUB= AUB; (b) ANBE ANB; (ec) 4 = 4; 
(d) (4UB)。24UWB; (e) (ANB)° =ANB; (f) (A)° =A. 


试 说 明 在 (b) 与 (d) 内 等 号 未 必 成 立 . 
2. 在 实数 轴 上 找 一 组 闭 集 , 它 们 的 并 集 不 闭 . 
3. 试 确定 下 列 平面 点 集 的 内 部 , 闭 包 与 边界 : 
(a) {i(x,y)ll <x +y <2}; 
(b)E? 除去 两 条 坐标 轴 ; 
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(c)E’ -|(x,sin(1/x) lx >0}. 

4. 求实 数 轴 内 下 列子 集 的 极限 点 : 

(a) (1/m) +(1/n) lm,n=1,2,.…};(b)!| (1l/n)sinnln=1,2,.…}. 

5. 若 4 是 空间 七 的 稠密 子 集 ,0 为 X 的 开 集 ,证 明 0CANO. 

6. 若 了 是 X 的 子 空间 ,Z 是 了 的 子 空间 ,证 明 2 是 X 的 子 空间 . 

7. 设 Y 是 X 的 子 空间 .证 明了 的 子 集 为 Y 的 闭 集 ,假如 它 是 了 与 X 内 一 个 闭 集 的 交集 . 若 4 为 了 

的 子 集 ,证 明 在 Y 内 取 4 的 闭 包 , 与 在 内 取 了 4 的 闭 包 ,再 与 Y 作 交集 ,其 结果 是 一 样 的 . 
8. 设 了 为 区 的 子 空间 .对 于 ACY, 令 hy 为 4 在 Y 内 的 内 部 ,A 为 4 在 六 内 的 内 部 .证 明和 ch,， 
并 给 出 例子 来 说 明 两 者 未 必 相 等 . 

9 设 了 为 X 的 子 空间 .车 4 在 Y 内 开 ( 闭 ) ,并 且 Y 在 XX 内 开 ( 闭 ) ,证 明 4 在 X 内 开 ( 闭 ). 

10. 证 明 一 个 集合 的 边界 总 是 包含 它 内 部 的 边界 . A4UB 的 边界 与 4 的 以 及 B 的 边界 之 间 有 什么 
关系 ? 

11. 设 X 为 实数 全 体 所 构成 的 集合 ,B 为 形状 如 |xla<x <5, 其 中 4a<5| 的 子 集 组 .证 明 B6 是 X 上 
一 个 拓扑 的 一 组 拓扑 基 , 并 且 在 这 个 拓扑 之 下 B 的 每 个 成 员 既 是 开 集 , 又 是 闭 集 . 证 明 这 个 拓 
扑 不 具有 可 数 拓扑 基 . 

12. 证 明 , 若 XX 的 拓扑 具有 一 组 可 数 的 拓扑 基 , 则 XX 有 可 数 稠密 子 集 . 若 空 间 的 拓扑 具有 可 数 拓 
扑 基 , 则 称 为 第 二 可 数 空间 . 具有 可 数 稠密 子 集 的 拓扑 空间 称 为 是 可 分 的 . 
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连续 性 的 概念 用 开 集 来 陈述 特别 方便 . 设 XX 与 Y 为 拓扑 空间 . 

(2.6) 定理 从 XX 到 了 的 映射 是 连续 的 , 当 且 仅 当 Y 的 每 个 开 集 在 铸 内 的 原 
象 是 天 的 开 集 . 

证 明 回顾 第 1 章 中 对 连续 性 所 下 的 定义 . 映射 /: 了 了 连续 ,假如 对 六 的 每 
矿 %, 以 及 fx) 在 Y 内 的 邻 域 N, 集 合 f"'(N) 是 x 在 XX 内 的 邻 域 现在 若 / 连续 ,0 
为 了 的 开 集 , 则 0 为 它 自己 每 点 的 邻 域 ， 因此 广 (0) 必 须 为 它 自己 每 点 在 空间 
内 的 邻 域 . 于 是 知道 f"'(0) 为 的 开 集 . 反 过 来 的 蕴涵 关系 留 给 读者 自己 去 完成 . 

连续 函数 经 常 被 简称 为 映射 。 

(2.7) 定理 连续 映射 的 复合 为 连续 映射 . 

证 明 设 /:XY,g:Y-2 为 连续 ; 设 0 为 Z 内 的 开 集 ,并 注意 

(g°f) (0) = 广 g "(0); 

又 由 于 g 连续 ,g (0) 必 为 了 的 开 集 ,再 由 /的 连续 性 可 知 f-'g-'(0) 必 在 XX 内 
开 . 因此 g。f 连续 . 

(2.8) 定理 设 /:X->Y 连续 ,并 且 设 ACX 具有 子 空间 拓扑 . 则 限制 映 
射 /14 :4A 一 >Y 连续 . | 

证 明 设 0 为 Y 内 的 开 集 ,并 注意 
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(f1 4)"(0) =4n 广 (0). 

由 于 连续, 广 :(0) 是 下 内 的 开 集 . 因此 (f14) -1 (0) 在 子 空间 4 内 为 开 集 ,从 定 
理 (2.6) 就 得 到 /14 的 连续 性 . 

从 到 也 把 每 点 映 到 自己 的 映射 叫做 铸 的 恒 等 映射 , 记 作 1x. 若 将 1x 限制 在 
X 的 子 空间 4, 则 得 到 含 入 映射 

71:4 —>X. 

(2.9) 定理 下 列 各 条 是 等 价 的 : 

(a) f:X_Y 是 连续 映射 ; 

(b) 若 B 是 了 的 一 组 拓扑 基 ,B 内 每 个 成 员 的 原 象 为 不 的 开 集 ， 

(c) f(A4) Cf(4), 对 于 证 的 任何 子 集 4; 

(d) /7'(B8) Sf"'(B), 对 于 YY 的 任何 子 集 B; 

(e) 了 内 任何 闭 集 的 原 象 为 也 的 闭 集 . 

证 明 效率 最 高 的 一 种 方法 是 验证 下 面 的 五 个 蕴涵 关系 :(a) 坊 (b) 一 (c) 一 
(d) 一 (e) 一 (a). 我 们 只 打算 完成 其 中 的 两 个 , 留 下 三 个 给 读者 自己 去 作 . 考虑 
(b) 寺 (ec). 设 4 为 X 的 子 集 . 当然 f(4) Cf(4) ,因此 ,我 们 必须 证 明 若 xs 工 - 4， 


找到 BB 内 的 开 集 B, 使 得 f(x) e BCN. 假定 (b) 成 立 ,集合 f°'(B) 为 X 的 开 集 ,从 
而 是 x 的 一 个 令 域 .但 x 是 4 的 极限 点 ,这 表示 说 广 (B) 必 含有 4 的 点 . 因此 B, 从 
而 N, 含 有 灰 4) 的 点 ,如 所 和 欲 证 . 要 证 明 (d) 二 (e) ,注意 车 B8 是 Y 的 闭 集 , 则 B=B. 
若 (d) 成 立 , 则 有 


广 (B) EfF'(B) = 广 :(B). 

所 以 广 :(B) 是 天 内 的 闭 集 . 

例子 设 C 为 复 平面 上 的 单位 圆周 ,配备 以 子 空间 拓扑 ;区 间 [0,1) 给 以 实数 
轴 的 子 空间 拓扑 . 定义 f:[0,1) 一 C 按照 /(x) =e*™. 不 难看 出 上 连续 . 取 圆 周 上 的 
全 体 开 弧 段 作为 C 的 一 组 拓扑 基 . 若 $ 为 上 述 的 一 个 弧 段 ,并 设 5 不 包含 复数 1， 
则 六 '(5) 是 形 如 (a,5) 的 开 区 间 , 其 中 0<a<5<1. 因 此, /1'(5) 是 [0,1) 内 的 开 
集 . 车 $ 含 有 1( 如 图 2.1), 则 /1(5) 形 如 [0,a) U (5,1) ,其 中 0<a<b<1. 它 是 
[0,1) 内 的 开 集 ,因为 它 是 实数 轴 的 开 集 ( -1,a) U (8,1) 与 [0,1) 的 交集 . 于 是 定 
理 (2.9) 的 (b) 就 能 说 明 f 是 连续 的 . 这 个 映射 还 显然 是 一 对 一 的 满 映 射 . 但 是 , 它 
的 逆 映 射 却 不 是 连续 的 . 为 了 看 出 这 一 点 ,只 需 找 到 [0,1) 的 开 集 0, 使 得 (f-!)" 
(0) =AO0) =f(0) 在 C 内 不 是 开 集 . 取 0 为 区 间 [0,1/2); 这 在 [0,1) 内 是 开 集 ， 
但 它 在 指数 映射 之 下 的 象 是 C 内 满足 0<arg z <7 的 复数 z, 这 个 集合 在 C 内 不 是 
开 集 . 
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图 2.1 

同 肛 h:X 一 了 是 指 一 个 连续 一 对 一 的 满 映射 , 它 的 道 映射 也 连续 . 从 定理 
(2.6) 我 们 看 到 集合 0 在 XX 内 为 开 集 , 当 生 仅 当 h(0) 是 了 的 开 集 . 因此 ,hh 诱导 了 
与 了 的 开 集 之 间 的 一 一 对 应 ,使 得 我 们 可 以 认为 与 Y 是 同一 个 拓扑 空间 . 

例子 设 5S" 为 n 维 球面 ,由 E"* 内 到 原点 距离 等 于 1 的 点 构成 ,并 采取 子 空 
间 拓 扑 . 我 们 说 ,从 5" 除去 一 个 单独 的 点 所 得 到 的 空间 同 胚 于 E”. 至 于 除去 哪 一 
点 是 无 所 谓 的 ,因为 5* 上 任何 一 点 可 以 通过 旋转 而 达到 另 一 点 ;为 了 方便 ,我 们 设 
除去 的 点 为 p= (0,0,…,0,1). 也 ”中 最 后 一 个 坐标 为 0 的 点 所 构成 的 子 集 , 给 以 
诱导 拓扑 之 后 显然 同 胚 于 E”. 按照 下 列 方式 定义 映射 h:5" -|p| 一 E", 叫 做 球 极 
平面 投影 . 阁 xe 5S" - ip| , 则 过 与 p 的 直线 与 E” 的 交点 定义 作 h(x) (n=2 的 情 
形 见 图 1. 24). 

显然 h 是 一 对 一 的 满 映 射 . 对 于 E” 内 的 任何 开 集 0, 令 表示 E”'! 内 从 p 点 
出 发 ,过 0 的 半 射 线 上 的 点 的 全 体 (除去 p 点 本 身 ) ,所 得 的 集合 . 立刻 可 以 验证 U 
是 E*“ 内 的 开 集 .但 h"'(0) 恰 好 是 UU 与 5"- |p| 的 交集 ,从 而 h-1(0) 是 5"- Ip! 
的 开 集 . 这 就 建立 了 的 连续 性 ;完全 类 似 的 论证 适用 于 -1. 因此 为 同 胚 . 

本 节 最 后 给 出 将 在 曲面 那 一 章 需 用 的 两 个 结果 . 所 谓 圆 盘 , 是 指 同 胀 于 E? 内 
单位 闭 圆 盘 D 的 任何 拓扑 空间 . 如 前 , 令 C 表示 单位 圆周 . 车 4 为 圆 盘 ,h:4_D 为 
同 胚 , 则 h-(C) 称 为 4 的 边界 , 记 为 24. 直观 上 ,显然 这 个 边界 定义 与 同 胚 如 的 选 
择 无 关 . 我 们 将 在 定理 (5. 24) 内 严格 地 证 明 从 D 到 自己 的 任何 同 胚 必 将 C 映 
到 C. 

(2.10) 引 理 圆 盘 边界 到 自身 的 任何 同 胚 可 以 扩张 成 圆 盘 自身 的 同 胚 . 

证 明 设 4 为 圆 盘 ,并 选 定 同 胚 h:4 一 D. 对 于 给 定 的 同 胚 g:64-694 ,不 难 按 
下 述 方式 将 hgh :CC 扩张 为 整个 D 的 自 同 胚 . 将 0 映 为 0, 对 于 xeD-10j ,将 
x 器 为 点 上 x hgh (zx/ 上 x 有). 换 句 话说 , 作 辐 式 的 扩张 . 把 这 个 扩张 叫 f, 则 同 胚 
hh 及 是 同 胚 z 在 整个 4 上 的 扩张 . 

(2.11) 引 理 设 4 与 B 为 沿 着 边界 弧 而 相交 的 两 个 圆 盘 , 则 AUB 为 圆 盘 . 

证 明 设 y 为 弧 AMB, 用 a 与 8 来 记 4 与 B 的 边界 上 除去 y 后 分 别 余下 来 的 
弧 ( 图 2.2). 利用 引 理 (2. 10) , 按 下 述 方式 构造 一 个 从 AUB 到 万 的 同 胚 . 平面 上 
的 y 轴 将 D 分 割 为 两 个 圆 盘 D, 与 D, 的 并 集 . 按 图 2.2 那样 将 组 成 Di 与 D, 边界 
的 三 个 弧 记 作 o ,B ,ya 与 a’ 都 同 胚 于 单位 闭 区 间 [0,11 ,因此 ,有 从 w 到 ca ' 的 


28 第 2 章 连 续 性 


同 胚 . 先 将 这 个 同 胚 扩 张 到 yy 上 ,给 出 从 aUy 到 a'Uy' 的 一 个 同 胚 (这 很 容易 办 
到 ) ;然后 用 引 理 (2. 10) 把 它 扩张 到 4 上 ,给 出 从 4 到 Di 的 一 个 同 胚 ,这 个 同 胚 把 
Y 映 为 y'. 最 后 ,将 同 胚 按 常识 扩张 到 B 上 ,使 B 映 为 B', 并 且 再 用 一 次 引 理 
(2.10) 将 同 胚 扩张 到 8 上 . 结果 是 一 个 从 4UB 到 D, UD, =D 的 同 胚 . 于 是 4UB 
为 圆 盘 . 


习 题 


13. 若 记 R 一 R 为 连续 映射 ,证明 在 /之 下 保持 不 动 的 点 全 体 构成 及 的 一 个 闭 子 集 . 若 g 是 XY 上 定 
义 的 连续 实 值 函数 ,证 明 集合 zlg(x) =0| 是 闭 集 . 

14. 证 明 函 数 h(x) = e*/(1 +e") 是 从 实数 轴 到 开 区 间 (0,1) 的 同 胚 . 

15. 设 f:E' 一 E'! 为 连续 映射 ,定义 的 图 像 六 : E' 一 E? 为 [(x) = (x,f(*)). 证 明 为 连续 映 
射 , 并 且 它 的 象 (配备 以 E? 的 诱导 拓扑 ) 同 胚 于 E!. 

16. 在 XxX 上 取 什 么 样 的 拓扑 才 可 以 使 X 上 的 每 个 实 值 函 数 为 连续 的 ? 

17. 设 半 为 全 体 实数 配备 以 余 有 限 拓 扑 ( 见 1.4 的 例 6) ,并 且 定 义 f:E' 一 X 按照/(x) =x. 证 明太 
连续 ,但 不 是 同 胚 . 

18. 设 和 =4 U4U…, 其 中 4 S54,,1 对 一 切 n 成立. 若 f:X7 为 映射 ,使 得 对 每 个 4, f14, :4 一 
Y 关 于 4, 上 的 子 空间 拓扑 为 连续 ,证 明 / 连 续 . 

19. 设 4 为 空间 X 的 子 集 . 在 4 的 点 取 值 1, 在 X 一 4 的 点 取 值 0 的 实 值 函数 叫做 4 的 特征 函数 . 
用 这 个 函数 来 描写 4 的 边界 . 

20. 将 开 集 映 为 开 集 的 连续 映射 叫做 开 映射 ;将 闭 集 映 为 闭 集 的 映射 叫做 闭 映射 . 下 列 连 续 映 身 
中 哪些 是 开 的 ,哪些 是 闭 的 ? 
(a) 从 实数 轴 到 圆周 的 指数 映射 <>e”. 
(b) 按 成 x,y) = (x,1y1) 定 义 的 折 迭 映射 /:E’ 一 EE?. 
(c) 用 复数 表示 为 zz 的 ,将 平面 在 自己 上 面 绕 三 转 的 连续 映射 . 

21. E” 内 的 单位 球 是 指 坐标 满足 x? +… +x? <1 的 点 所 构成 的 集合 ;单位 方 体 则 是 坐标 满足 1x,1 
<1,1<isn 的 点 所 构成 的 集合 . 证 明 , 若 上 述 两 者 都 给 以 E" 的 子 空间 拓扑 , 则 在 E" 内 单位 
球 同 胚 于 单位 方 体 . 


2.3 充满 空间 的 曲线 


18 世纪 末 Cuiseppe Peano 作出 了 一 个 惊人 的 发 现 , 初 看 起 来 甚至 像 是 悖 论 . 他 
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指出 存在 定义 于 实数 轴 上 闭 区 间 的 连续 映射 将 区 间 映 满 平面 上 的 二 维 区 域 ,比如 
说 ,正方 形 或 三 角形 . 这 样 的 映射 叫做 Peano 曲线 ,或 充满 区 间 的 曲线 . 也 就 是 ,这 
条 曲线 作为 区 间 的 象 通 过 所 说 二 维 区 域 的 每 个 点 . 

Peano 曲线 的 存在 表明 定义 空间 的 维 数 时 必须 十 分 小 心 . 把 X 的 维 数 取 作 确 
定式 各 点 所 需要 的 连续 参数 的 最 少 个 数 并 不 妥当 . 在 这 样 的 定义 下 ,Peano 的 例子 
说 明正 方形 将 是 1 维 的 . 第 9 章 将 对 维 数 作 简短 介绍 . 

Peano 构造 有 好 几 种 变 体 . 这 里 是 比较 简单 的 一 个 , 它 以 正三 角形 为 象 . 人 们 
可 能 会 猜测 ,这 个 充满 空间 的 曲线 是 一 序列 较 简 单 曲线 的 极限 , 越 是 沿 着 这 个 序列 
前 进 ,序列 里 的 曲线 将 三 角形 填 上 的 部 分 就 越 增 大 . 设 人 为 平面 上 边 长 为 1/2 的 正 
三 角形 ,我们 按 下 列 的 方式 造 出 一 序列 连续 映射 请 :[0,1] 一 A. 前 三 个 映射 在 图 
2. 3 中 清楚 地 表示 了 出 来 ,以 后 各 项 可 以 通过 迭代 图 示 的 步骤 得 到 . 在 每 一 步 , A 
被 分 为 一 些 全 等 的 小 正三 角形 ,曲线 在 这 每 个 三 角形 内 的 部 分 看 起 来 恰 如 廊 的 
象 , 即 通过 三 角形 重心 连接 三 角形 两 个 顶点 的 一 条 折线 . 向 下 一 步 过 渡 时 ,每 个 小 
三 角形 又 等 分 成 4 个 更 小 的 正三 角形 ,并 引入 如 同 户 的 象 那样 更 为 复杂 一 些 的 曲 
线 . 如 此 继续 不 断 地 将 正三 角形 分 小 ,f, 的 象 就 逐步 扩大 了 和 A 内 被 十 上 的 部 分 . 

对 于 E? 内 的 两 点 x 与 y, 用 1 zx -y || 表示 它们 之 间 的 距离 . 设 ">mm, 则 对 于 
te10,1] ,可 以 找到 边 长 小 于 1/2” 的 一 个 三 角形 同时 含有 f.(1) 与 (2). 因此 ,| 
fn(t) -f(t) 17/2” 对 于 每 个 +e [0,1] 成 立 ,这 就 证 明了 序列 || 一致 收 化 . 令 
f:[0,1] 一 人 为 极限 映射 . 由 于 每 个 f, 连续 ,所 以 连续 . 

(0, 1] 


A([0, 1]) 


01) 


2.3 


剩 下 只 需 证 明 / 的 象 确实 为 整个 A. 首先 注意 ,对 于 任何 n,f, 的 象 到 人 内 任何 
点 的 路 离 不 超过 1/2". 设 已 给 人 的 一 点 x, 以 及 x 在 了 EF? 的 邻 域 U, 取 NN 足够 大 ,使 


30 第 2 章 连 续 性 


得 以 x 为 中 心 ,1/2”' 为 半径 的 圆 盘 包 含 于 U, 并 且 取 te [0,1] ,使 得 

1xz -fy(i) | < 172°. 
由 于 对 于 每 个 te [0,1] 有 

| AD -A0) | < 172", 
三 角 不 等 式 给 出 

x -fi) | 三 102. 
因此 ft) 必 在 U0 内 . 这 表明 和 的 每 一 点 是 集合 成 [0,1] ) 的 极限 点 . 但 我 们 将 在 第 
3 章 (定理 (3.4) 与 定理 (3.9) ) 看 到 ,从 [0,1] 到 EE 连续 映射 的 象 必 为 E? 的 闭 集 ， 
因此 ,必须 包含 它 所 有 的 极限 点 . 于 是 知道 映射 的 象 为 整个 信 . 


习 题 


22. 试 求 充满 E? 内 单位 正方 形 的 Peano 曲线 . 

23. 试 求 从 [0,1] 到 5S? 的 连续 满 映射 . 

24. 一 条 充满 空间 的 曲线 能 填 满 整个 平面 吗 ? 

25. 一 条 充满 空间 的 曲线 能 填 满 也 内 的 单位 方 体 吗 ? 

26. 你 认为 Peano 曲线 可 以 是 一 对 一 的 映射 吗 ( 见 定理 (3.7) )? 


2.4 Tietze 扩张 定理 


设 X 为 拓扑 空间 ,4 为 X 的 子 空间 . 对 于 定义 在 4 上 的 实 值 连续 函数 ,自然 想 
知道 是 否 总 可 以 将 这 个 函数 扩张 为 整个 X 上 的 连续 函数 ? 换 句 话说 ,能 找到 钱 上 
定义 的 连续 实 值 函 数 ,使 得 它 在 4 上 的 限制 就 是 已 给 的 函数 吗 ? 一 般 来 说 ,不 一 
定 能 得 到 肯定 的 答案 . 例如 , 设 X=[0,1],4=(0,1) ,并 且 定 义 f:(0,1) 一 E' ,其 中 


f(x) = jn j 一 


则 f 是 从 (0,1) 到 实数 轴 的 同 胚 ,但 /不 能 扩张 到 整个 单位 闭 区 间 上 ,因为 ,任何 定 
义 在 [0,1j 上 的 连续 函数 是 有 界 的 . 本 节 的 目的 是 讨论 一 个 特殊 情形 ,这 时 扩张 总 
是 可 行 的 . 

(2. 12) 定义 ”集合 剑 上 的 一 个 度量 或 距离 函数 是 定义 在 笛 卡 儿 积 了 XX 上 
的 一 个 实 值 函 数 d, 它 对 于 任意 x,y,ze 了 满足 : 

(a) d(x,Y) 宇 0, 等 号 成 立 , 当 且 仅 当 和 二 yj 

(b) d(x,y) =d(y,x); 

(ce) d(x,y) td(y,z)=d(%,z). 

集合 具备 了 一 个 度量 以 后 叫做 度量 空间 . 


2.4 Tietze 扩张 定理 31 


度量 空间 的 概念 在 数学 分 析 里 是 很 有 用 的 ,读者 可 能 熟悉 它 的 一 些 实例 . 任何 
欧 氏 空间 以 通常 两 点 间 的 距离 为 距离 函数 是 度量 空间 . 在 [0,1] 上 定义 的 连续 实 
函数 全 体 ,配备 以 如 下 定义 的 两 个 函数 之 间 的 距离 

d(f,g) = ,Sup, | f(t) - g(t) 1 

是 度量 空间 . 度量 空间 的 任何 子 集 从 整个 空 间 沿 袭 了 一 个 度量 而 成 一 个 度量 空间 ， 
因此 ,下 内 的 曲面 是 度量 空间 . 

集合 上 的 度量 按 下 述 方式 在 这 个 集合 上 自然 地 给 出 一 个 拓扑 . 设 4 是 集合 
上 的 度量 ,对 于 x eXX, 集 合 |yeXId(x,y) 筷 e| 叫做 以 x 为 中 心 ,半径 a 的 球体 ,或 
a- 球体 , 记 作 B(x,e). 定义 XX 的 子 集 0 为 开 集 ,假如 对 于 任意 点 xe 0, 可 以 找到 正 
实数 e, 使 得 B(x,s) 包 含 于 0. 拓扑 所 应 满足 的 公理 不 难 验 证 . 

注意 集合 上 不 同 的 度量 可 以 给 出 同一 个 拓扑 . 例如 ,把 nn 维 欧 氏 空 间 的 全 体 点 
作为 我 们 的 集合 , 按 下 列 三 种 不 同 的 方式 定义 度量 . 记 x = (xi,xs,…,x,) 为 E" 内 
一 个 标准 的 点 ,定义 


(a) d(x,y) =[ (x 2 
(b) ds(%,y) = max [x; — yl; 


(ec) ds(x,y) = 1x -yl + + |x, —Yy,l. 

图 2.4 对 于 n=2 的 情形 画 出 了 三 种 度量 之 下 ,以 原点 为 中 心 , 半 径 为 1 的 球 
体 . 要 看 出 di 与 d, 给 出 同一 拓扑 ,注意 在 任何 圆 盘 内 有 正方 形 ,反之 ,在 任何 正方 
形 内 有 圆 盘 . 因此 ,di 与 d, 确定 同样 的 开 集 . 同样 的 考虑 适用 于 度量 ds 的 菱形 球 
体 与 圆 盘 ,或 方块 之 间 的 关系 . 因此 ,所 有 这 三 种 度量 都 给 出 E? 的 通常 拓扑 . 一 般 
情形 则 留 给 读者 自己 去 完成 . 


图 2.4 


对 于 度量 空间 内 两 个 不 同 的 点 ,我 们 总 可 以 找到 不 相交 的 开 集 分 别 包含 它们 . 

因为 车 d(x,y) =6 >0, 令 
U = {ze Xl d(x,z) <6/2}, V= {ze XI d(y,z) < 6/21}. 

则 忌 与 了 都 是 开 集 (它们 分 别 是 B(x,6/2) 与 B(y,6/2) 的 内 部 ) ,它们 不 相交 ,并 
且 x* 当然 包含 在 U0 内 ,了 在 V 内 .集合 U 通 常 称 为 以 x 为 中 心 ,半径 为 6/2 的 开 球 . 
若 拓 扑 空间 的 任意 不 同 的 两 点 分 别 包 含 于 不 相交 的 两 个 开 集 内 , 则 称 为 Hausdorff 
空间 . 并 非 每 个 拓扑 空间 都 是 Hausdorff 空间 ;例如 ,车 全 体 实数 给 以 余 有 限 拓扑 ， 
则 任意 两 个 非 空 开 集 必定 相交 . 
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若 4 为 X 上 的 度量 ,4 为 的 子 集 ,点 x 到 4 的 距离 d(x,4) 定 义 为 d(x%,a) 的 
下 确 界 ,其 中 ae 4. 

(2.13) 引 理 ”按照 xl 一 d(x,4) 而 定义 的 实 值 济 数 是 连续 的 . 

证 明 设 xeX; 又 设 N 为 d(x,4) 在 实数 轴 上 的 一 个 邻 域 . 取 e >0 适当 小 ,使 
得 区 间 (d(x,4A) -es,d(x,4) +e) 包 含 在 N 内 . 设 U 为 以 x 为 中 心 ,半径 为 s/2 的 
开 球 ,选取 一 点 ae 4, 使 得 d(x,a) <d(X,A) +e/2. 车 zeU 我 们 有 

d(z,A) < d(z,a) < d(z,x) + d(x,a) < d(x,A) +&. 
将 x 与 z 的 地 位 对 调 ,我 们 又 得 到 
d(x,A) <+d(z,A) + &. 
因此 ,U 被 引 理 中 的 函数 映 和 (d(x,4) -se,d(x,4) +e), 从 而 映 入 这 表明 NN 的 
原 象 是 x 在 下 内 的 邻 域 ,也 即 证 明了 函数 的 连续 性 . 

(2.14) 引 理 设 A,B 为 度量 空间 内 不 相交 的 闭 集 , 则 有 针 上 的 连续 实 值 
函数 ,在 4 的 每 点 取 值 1, 在 妃 的 每 点 取 值 -1, 在 中 -(4UB) 上 取 值 介 于 二 1 
之 间 . 

证 明 由 于 4 与 8 都 是 闭 集 ,并 且 互 不 相交 ,所 以 d(x,4) +d(x,B) 永 不 为 0 
(见习 题 27). 因此 ,可 以 按 下 式 定义 上 的 实 值 函 数 / 


_ d(x,B) - d(x,A) 
Ss d(x,B) + d(x,A) 


显然 f 取 值 符合 要 求 ; 它 的 连续 性 从 引 理 (2. 13 ) 容易 推 知 . 

(2.15) Tietze 扩张 定理 ”在 度量 空间 的 闭 子 集 上 定义 的 任何 连续 实 值 函 数 
可 以 扩张 到 整个 空间 . 

证 明 设 X 为 度量 空间 ,C 为 闭 子 集 , f:C-E' 为 连续 映射 . 开始 时 我 们 假设 / 
有 界 , 即 对 一 切 xeC,IFx)1 达 只 

设 4 为 C 内 满足 fx) 宇 M/3 的 点 所 构成 的 子 集 ,B 为 C 内 满足 f(x) < -M/3 的 
点 构成 的 子 集 . 则 4 与 B, 显然 不 相交 ,并 且 它 们 都 是 不 的 闭 集 . 例如 , 4, 是 EE! 内 
闭 子 集 [LM/3,% ) 的 原 象 ,因此 ,由 f 的 连续 性 可 知 是 C 的 闭 集 .但 C 是 X 的 闭 集 ， 
所 以 ,4, 是 X 的 闭 集 . 同 理 B, 是 X 的 闭 集 . 按 引 理 (2. 14) 我 们 可 以 找到 一 个 连续 
映射 gi:X 一 [ -M/3,M/3], 它 在 4 上 取 值 M/3, 在 B, 上 取 值 -M/3, 在 X-(A1U 
B,) 取 值 于 ( - M/3,M/3). 注意 在 C 上 我 们 有 

| f(x) - gi(x) | < 2M/3. 

其 次 考虑 函数 作 x) -g(x) , 令 4 为 C 内 使 Kx) -gi(x) 宇 2M/9 的 点 x 构成 
的 子 集 ,B, 为 C 内 使 (x) -gi(x) < -2M/9 的 点 x 构成 的 集合 . 第 二 次 运用 引 理 
(2. 14) 得 到 一 个 连续 映射 g,:X 一 [ -2M/9,2M/9], 它 在 4, 上 取 值 2M/9, 在 B, 上 
取 -2M/9, 在 X 的 其 他 点 取 值 在 ( -2M/9,2M/9) 之 内 . 如 果 计 算 f(x%) -gi1(%) — 
sz(xz) ,就 看 出 1f(x%x) -8g1(%) -g(x)1<4M/9 在 C 上 成 立 . 
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重复 该 过 程 可 造 出 一 序列 连续 映射 g, :下 ->[ -2 "1M/3" 274]3"] ,它们 满足 
(a) lf(x) -g(x) -… -g(x)1<2"M/3" 在 C 上 成 立 ; 
(b) lg,(x)1<2"-1M/3" 在 不 -C 上 成 立 . 


级 数 闷 g,(x) 在 站 上 一 致 收 笋 ( 按 Weierstrass M -检验 法 ) ,因此 , 它 的 和 g 


(*) 存 在 ,并 且 是 连续 函数 . 由 (a) ,f 与 g 在 C 上 重合 . 因此 ,g 将 /扩张 到 整个 区 
上 . 为 了 下 面 讨论 非 有 界 情形 时 有 用 ,注意 lg(x)1<M, 这 是 由 于 


A 


并 且 按 (b), 在 X-C 上 lg(x)l1<M. 

如 果 所 给 的 连续 映射 不 是 有 界 的 ,选取 从 实数 轴 到 区 间 ( -1,1) 的 同 胚 太 
并 考虑 复合 映射 h。f 它 是 有 界 的 ,因此 , 按 前 一 段 考虑 可 以 将 它 扩张 为 整个 了 下 
定义 的 连续 实 函 数 , 取 值 于 ( -1,1) 之 内 . 因此 复合 映射 h-!。g 有 定义 ,并 且 按 作 
法 它 是 f 在 上 的 扩张 . 这 就 完成 了 证 明 . 

我 们 将 在 5. 6 节 用 到 Tietze 定理 . 


> 2"1/3” = M, 


n=1 


习 题 


27. 证 明 d(x,4) =0, 当 且 仅 当 xe 有 . 

28. 若 4,B 为 一 个 度量 空间 内 不 相交 的 闭 集 , 试 求 不 相交 的 开 集 U,V 使 得 4C U,BEV. 

29. 证 明 在 任何 集合 XX 上 可 按 d(x,y) =1( 当 xzy) ,d(x,x) =0 定义 距离 函数 .4 在 XX 上 给 出 什 
么 样 的 拓扑 ? | 

30. 证 明度 量 空间 内 任何 闭 子 集 是 可 数 多 个 开 集 的 交集 . 

31. 对 于 度量 空间 的 子 集 4,B ,它们 之 间 的 距离 d(4,B) 定 义 为 d(x,y) 的 下 确 界 ,其 中 xse4,ye 
B. 试 求 平面 上 两 个 距离 等 于 零 的 不 相交 闭 子 集 . 子 集合 4 的 直径 定义 为 上 确 界 d(x,y) ,其 
中 x,ye 4. 验证 方才 找到 的 两 个 闭 子 集 的 直径 为 无 穷 . 

32. 若 4 为 度量 空间 XX 的 闭 集 ,证 明 任何 连续 映射 /:4->E” 可 以 扩张 到 钱 上 . 

33. 试 找 出 E' - 10| 到 E' 的 那样 一 个 连续 映射 , 它 不 能 扩张 到 E! 上 . 

34. 设 f:C 一 C 为 平面 上 单位 圆周 的 便 等 映射 . 将 f 扩 张 为 一 个 从 E?* -101 到 CC 的 连续 映射 . 能 够 
期 望 将 /扩张 到 整个 E 上 去 吗 ? (这 后 一 个 问题 的 精确 解答 在 5.5 节 给 出 . ) 

35. 已 知 连 续 映 射 f;:X>E”"*' - 10} , 求 连续 映射 8:X 一 S" ,使 得 g 在 集合 广 (8 ) 上 重合 于 大 

36. 若 工 为 度量 空间 , 4 为 X 的 闭 集 ,证 明 连 续 映 射 f:4 一 5” 总 可 以 扩张 到 4 的 一 个 邻 域 上 去 . 换 
名 话说 ,扩张 到 天 的 一 个 子 集 上 , 它 是 4 中 每 点 的 邻 域 . (将 8 看 作 E"*' 的 子 空间 ,并 将 f 扩 
张 为 把 三 映 人 五” 的 连续 映射 . 然后 利用 习题 35. ) 


第 3 章 紧 致 性 与 连通 性 


3.1 EF" 的 有 界 闭 集 


欧 氏 空间 E” 内 既 为 闭 集 , 又 为 有 界 集 ? 的 子 集 ,对 我 们 来 说 有 特殊 的 重要 性 . 
例如 ,第 1 章 中 所 说 的 曲面 ,以 及 为 了 空间 剂 分 将 在 第 6 章 构造 的 有 限 单纯 复 形 
等 . 我 们 要 说 明 这 种 集合 可 以 用 一 个 纯粹 拓扑 的 性 质 来 刻画 ,也 就 是 说 ,这 个 性 质 
只 涉及 E” 的 拓扑 结构 ,而 不 用 依靠 距离 概念 . 这 个 性 质 对 于 一 般 的 拓扑 空间 陈述 
出 来 就 叫做 “ 紧 致 性 ”. 

在 细致 讨论 之 前 , 先 引入 一 些 术语 . 设 和 为 拓扑 空间 ,.Z 为 的 一 组 开 集 , 它 
们 的 并 集 是 整个 X. 这 样 的 一 组 开 集 叫做 的 一 个 开 要 盖 . 若 .2 是 .8 的 一 个 子 组 ， 
并 且 若 U.9" = 外, 则 .2 叫做 .的 一 个 子 覆 盖 . 下 面 给 出 两 个 例子 . 设 X 为 平面 , 取 
多 为 半径 等 于 1、 中 心 为 整数 坐标 点 的 开 球 全 体 . 这 些 开 球 构成 平面 的 一 个 开 覆 
盖 . 注意 如 果 我 们 从 多 内 舍 去 任何 一 个 开 球 B, 则 剩 下 的 开 球 组 不 足以 覆盖 平面 ， 
因为 B 的 中 心 盖 不 上 . 因此 ,. 多 没有 真子 覆盖 . 在 我 们 的 第 二 个 例子 中 , 令 克 为 单 
位 闭 区 间 [0,1] ,用 它 的 来 自 实数 轴 的 子 空间 拓扑 ,并 且 取 [0,1] 的 下 面 一 组 开 集 
作为 .多 

[0,1A10);(1/3,1]; 集合 (Cn +2),1/n)， 
其 中 meZ ,nm>2. 这 个 开 覆 盖 是 无 穷 的 ,但 是 显然 不 用 取 . 多 的 全 体 成 员 就 能 够 盖 满 
[0,1]. 取 其 中 的 有 限 多 个 ,比如 
[0,1/10);(1/3,1]; (1/(n+2),1/n), 2<n<d9. 
就 足以 盖 满 . 因此 [0,1]j 的 开 覆 盖 .F 包 含 了 一 个 有 限 子 覆 盖 . 事实 上 ,我 们 在 3. 2 
节 将 看 到 ,[0,11 的 任何 开 覆 盖 一 定 包含 有 限 子 覆盖 . 正 是 这 个 性 质 使 E" 的 有 界 
闭 集 占有 突出 地 位 . 

(3.1) 定理 FE” 的 子 集 针 为 有 界 闭 集 , 当 且 仅 当 XX( 给 以 子 空间 拓扑 ) 的 任何 
开 履 盖 必 有 有 限 子 履 盖 ， 

这 个 结果 启发 我 们 给 出 下 面 的 定义 . 

(3.2) 定义 拓扑 空 间 妃 紧 致 ,假如 不 的 任何 开 履 盖 包 含有 限 子 履 盖 . 

有 了 这 个 定义 以 后 ,定理 (3. 1) 可 以 转述 如 下 ; 欧 氏 空间 内 的 有 界 闭 集 正 好 是 


@ 有 界 是 指 包含 在 一 个 以 原点 为 中 心 ,半径 为 有 限 的 球 内 . 
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它 的 (具备 了 子 空间 拓扑 的 ) 紧 致 子 集 . 

由 于 我 们 打算 在 证 明定 理 (3. 1) 的 同时 建立 有 关 紧 致 空间 的 一 系列 结果 ,所 
以 这 个 定理 的 证 明 将 分 布 在 随后 的 三 节 中 . 紧 致 空间 具有 非常 好 的 性 质 , 这 里 我 们 
列 出 两 条 ,它们 的 证 明 则 将 在 以 后 几 节 中 完成 

(a) 在 紧 致 空间 上 定义 的 连续 实 值 函数 是 有 界 的 ,并 达到 它 的 上 下 确 界 ; 

(b) 紧 致 空间 内 的 无 穷 子 集 必 有 极限 点 . 

在 结束 这 一 节 时 我 们 指出 , 按 其 定义 , 紧 致 性 是 空间 的 拓扑 性 质 . 若 碟 紧 致 ， 
并 且 针 同 肪 于 了, 则 了 也 紧 致 . 


3.2 Heine-Borel 定理 


本 节 对 著名 的 Heine - Borel 定理 给 出 两 个 证 明 : 这 样 做 是 由 于 这 两 个 证 明 都 很 
有 意思 (所 用 的 技巧 是 各 不 相同 的 ) ,并 且 这 个 定理 是 定理 (3. 1) 的 核心 部 分 . 

(3.3) Heine-Borel 定理 ”实数 轴 上 的 闭 区 间 是 紧 致 的 . 

证 明定 理 (3.3) 的 “延伸 法 ” 设 [a,5] 为 实数 轴 上 的 闭 区 间 , 配 备 以 诱导 拓 
扑 , 并 设 多 为 [a,5b] 的 一 个 开 覆 盖 . 这 个 证 明 的 想法 是 从 a 出 发 沿 着 区 间 逐 渐 向 6 
延伸 ,看 看 能 走 多 远 使 得 走 过 的 部 分 仍然 保持 能 为 9 内 的 有 限 多 个 成 员 所 覆盖 . 
定理 的 结论 是 说 可 以 一 直达 到 5 点 . 

定义 La,6b] 的 子 集 X 为 

X= lx e [a,6b]1 [a,x] 包含 于 .F 内 有 限 多 个 成 员 的 并 集 | ， 

则 XX 非 空 (aeXX) ,并 且 有 上 界 (5 为 一 个 上 界 ). 因此 有 上 确 界 , 比 如 说 s. 我 们 说 
seXV 并 且 s=b. 因为 , 设 0 为 内 含有 s 的 成 员 之 一 . 由 于 0 是 开 集 ,我 们 可 以 取 
5 >0 足够 小 ,使 得 (s -ee,s] CGO. 并且 当 s 小 于 6b 时 ,使 得 (s -s,s+g) CO. 现 在 s 
是 X 的 上 确 界 , 因 此 有 六 的 点 任意 接近 于 s. 同时 不 还 具有 这 样 的 性 质 ， 即 阁 x e 
XX, 且 a<y<x, 则 ye 于 是 我 们 可 以 假定 s-s/2 eXX. 按 X 的 定义 ,2 的 某 个 有 限 
子 组 FZ" 构成 区 间 [a,s - /2] 的 覆盖 . 将 0 添 入 .7', 则 得 到 .2 的 一 个 覆盖 [a,s] 的 
有 限 子 组 . 因此 se 外. 若 s <b,( 则 UF) UO 包含 了 [a,s +e/2], 从 而 s +2/2 Ee， 
这 与 是 和 的 上 确 界 矛盾 . 因此 s =5, 整 个 [a,6b] 包 含 于 ( U2') UO. 这 就 完成 了 
证 明 . 

证 明定 理 (3.3) 的“ 细 分 法 ” 第 二 个 证 明 不 那么 直接 :我 们 将 用 反 证 法 . 但 
是 ,这 个 证 明 不 太 依赖 区 间 的 “1 维 性 ”. 同样 的 想法 可 以 用 于 ， 比如 ,证 明 平 面 上 的 
方块 是 紧 致 空间 . 

假设 定理 (3. 3 ) 为 不 真 . 令 .9G 为 [o,b 的 开 覆 盖 而 不 包含 任何 有 限 子 覆盖 . 并 


外 这 和 需要 证 明 , 实 数 轴 上 一 个 子 集 的 上 确 界 未必 属 于 这 个 集合 . 
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令 卫 =[a,8j. 分 [a,6] 为 两 个 等 长 的 闭 子 区 间 [a,(a+5)/2],[(a+5)/2,5]. 它 
们 之 中 至 少 有 一 个 不 为 多 的 任何 有 限 子 组 所 覆盖 2. 选取 [a, (a +6)/2],[ (a+ 
5) 人 /2,8] 之 中 的 这 样 一 个 ,把 它 叫 做 . 然后 重复 这 个 过 程 ,等 分 1 ,选择 其 中 不 能 
为 的 任何 有 限 子 组 所 覆盖 的 一 个 ,叫做 . 这 样 继续 做 下 去 ,得 到 一 串 单调 下 降 
的 闭 区 间 序 列 


它们 的 长 度 趋 于 零 

我 们 断言 OZ 恰好 包含 一 点 . 在 定理 (3. 3) 的 第 一 个 证 明 中 ,用 了 实数 的 所 谓 
完备 性 质 (陈述 为 :有 上 界 的 非 空 实数 集合 必 有 上 确 界 ) ,这 里 将 再 次 用 到 它 . 为 了 证 明 
这 些 区 间 的 交 非 空 , 令 zx 为 /的 左 端 点 ,并 考虑 序列 |x,1. 这 个 序列 是 单调 增加 ,并 
且 有 上 界 . 因此 , 若 p 为 的 上 确 界 ,我 们 知道 {x,| 收敛 于 p, 不 难 验证 ,对 于 一 切 np e 


由. 同时 ,由 于 的 长 度 趋 于 0, 当 趋 于 无 穷 ,显然 站 1, 不 能 包含 一 个 以 上 的 点 . (读者 


应 当 确保 能 补 出 这 些 论断 的 细节 . ) 因 此 , 六 1 = {p|. 
Pp 既然 属于 [a,b] , 必 在 9 内 的 某 个 开 集 0 里 . 选取 。 >0 适当 小 ,使 得 
(p~ée,p+é£)N[a,b] CO, 
并 选择 正 整数 ”足够 大 ,使 得 的 长 度 小 于 s. 由 于 pe7,, 我 们 立刻 知道 1,.C0. 但 
最 初 1, 的 选取 是 要 它 不 能 包含 于 F 内 有 限 多 个 成 员 的 并 集 ,而 这 里 1 竞 包 含 在 
的 一 个 单独 的 成 员 里 了 ! 这 个 矛盾 使 证 明 得 以 完成 
作为 定理 (3. 3) 的 一 个 推论 ,我 们 可 以 证 明 闭 区 间 上 定义 的 连续 实 值 函 数 必 
为 有 界 (在 3. 3 节 将 对 一 般 的 紧 致 空间 证 明 这 个 结果 ). 设 广 [a,5] 一 R 连续 . 对 于 
xs [a,6] 我 们 可 以 取 x 在 [a,b] 内 的 邻 域 0(x) ,使 得 对 于 一 切 点 x e 0(x) 有 
Ax) -f(x) | <1. 所 有 这 些 0(%) 构 成 [a,5] 的 一 个 开 徐 盖 . 因此 按 Heine-Borel 
定理 可 以 找到 有 限 子 组 ,比如 0(x ) ,…,0(x,) ,使 得 
O(x1) U:% U O(x) = [a,b]. 
但 车 we 0(%) , 则 [F(x) |< [si) | +1. 所 以 ,对 于 任何 一 点 we [a,6] ,我 们 有 
[fx) | max{ (fC) bees fx) |}+1. 
前 面 曾 说 过 细 分 法 证 明 可 以 推广 到 高 维 的 情形 . 例如 考虑 正方 形 
S={(x,y)IO0O<sx<1, 0<y<1), 
给 它 配备 以 平面 的 诱导 拓扑 . 要 证 明 $ 紧 致 ,只 需 证 明 :如 果 一 组 $ 内 开 集 的 并 集 
是 整个 5, 那么 从 中 必定 可 以 取出 一 个 有 限 子 组 ,使 得 这 有 限 个 开 集 的 并 集 就 已 经 


@ 如 果 [a,(a+6)/2]EU 色 ,[(a+6)/2,8]SU 苑 ,其 中 汉 与 究 都 是 的 有 限 子 组 , 则 入 U 苔 为 F 的 有 
限 子 覆盖 ,与 假设 矛盾 . 
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包含 整个 5S. 完全 和 以 前 一 样 的 思路 在 这 里 可 行 , 即 假 定 有 一 组 8 不 满足 上 述 要 
求 ,将 导致 矛盾 . 细 分 的 过 程 是 连接 两 对 对 边 中 点 而 将 5 分 成 4 个 相等 的 小 正方 
形 . 从 4 个 中 选 出 一 个 使 得 它 不 能 包含 在 多 内 任何 有 限 多 个 成 员 的 并 集 , 把 它 叫 
做 $. 重复 这 个 作法 得 到 一 串 单调 下 降 的 正方 形 

SD Dd 


当 很 大 时 ,它们 的 直径 趋 于 0. 证 明 门 5S, 恰好 为 一 个 点 ,将 是 一 个 有 趣 的 习题 . 证 
完 这 一 点 以 后 , 剩 下 的 论证 就 同 以 前 一 样 . 细节 留 给 读者 自己 去 完成 

在 3. 4 节 中 我 们 将 对 5 的 紧 致 性 给 出 另 一 个 证 明 , 它 的 思路 很 简单 :我 们 将 定 
义 两 个 拓扑 空间 的 乘积 ,并 证 明 紧 致 空间 的 乘积 空间 是 紧 致 的 . 由 于 5 是 乘积 空间 
[0,1] x[0,1] ,所 以 $ 紧 致 


习 题 


1 试 求 E' 不 包含 有 限 子 覆盖 的 开 覆 盖 . 对 于 [0,1) 与 (0,1) 也 作 一 下 . 

2. 设 S253:3S… 为 平面 上 一 串 单调 下 降 的 正方 形 , 设 它们 的 直径 随 着 序列 的 增 大 而 趋 于 零 . 证 
明 所 有 这 些 正 方形 的 交集 恰好 是 一 个 点 . 

3. 用 Heine-Borel 定理 证 明 闭 区 间 的 任何 无 穷 子 集 必 有 极限 点 . 

4. 将 紧 致 性 的 定义 用 闭 集 重 述 出 来 


3.3 ” 紧 致 空间 的 性 质 


前 面 曾 指 出 紧 致 性 是 空间 的 拓扑 性 质 ,也 就 是 说 ,任何 同 胚 将 保持 这 个 性 质 . 
其 至 , 它 可 为 任何 连续 满 映射 所 保持 . 
(3.4) 定 理 紧 致 空间 的 连续 象 是 紧 致 的 . 
证 明 设 f:X 一 Y 是 连续 满 映 射 ,并 且 设 X 紧 致 ,我 们 来 证 明 Y 紧 致 . 设 .8 为 
的 任意 开 覆 盖 . 若 0 e. 祈 则 由 f 的 连续 性 知道 f"'(0) 是 X 的 开 集 ,因此 
Y={f(0)l0Oe SF} 
为 X 的 开 覆 盖 . 由 于 蕊 紧 致 ,多 有 一 个 有 限 子 覆 盖 , 比如 说 
X= (0) U…U 户 (00)， 
由 于 f 是 满 映射 ,所 以 有 f(f"'(0,;)) =0;,1<i<%, 从 而 
7Y=OUOU…UO 
于 是 这 些 开 集 0 ,0: ,… ,0; 构成 2 的 一 个 有 限 子 覆盖 . 
拓扑 空间 的 子 集 C 叫做 对 的 紧 致 子 集 ,假如 子 空间 C 是 紧 致 空间 . 回忆 C 
的 子 集 UV 在 诱导 拓扑 之 下 为 开 集 , 当 且 仅 当 U=VNC, 其 中 V 是 的 开 集 . 因此 ,C 
为 X 的 紧 致 子 集 ,当量 仅 当 车 X 的 一 组 开 集 的 并 集 包含 C, 则 从 这 组 开 集 中 可 取出 
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有 限 子 组 ,它们 的 并 集 包 含 C. 

(3.5) 定理 紧 致 空间 的 闭 集 是 紧 致 的 . 

证 明 设 X 为 紧 致 空间 ,C 为 X 的 闭 子 集 ,.F 为 了 的 一 组 开 集 ,满足 CCU. 旬 
如 果 把 开 集 下 -~ C 添加 到 ,9 内 , 则 得 到 和 的 一 个 开 覆 盖 . 由 XX 的 紧 致 性 ,这 个 开 覆 
盖 有 一 个 有 限 子 覆 盖 . 因此 我 们 可 以 找到 0, ,0, ,…,O, es .多 使 得 

OUOU…UoU(E_-C) -=X 
这 表示 CEO, U0,U…U0,, 集 合 0 ,…,0; 就 是 所 需要 的 .2 的 有 限 子 组 . 
(3.6) 定 理 若 4 是 Hausdorff 空间 钱 的 紧 致 子 集 ,并 且 若 六 eX-A, 则 x 与 4 
有 互 不 相交 的 领域 . 从 而 Hausdorff 空间 的 紧 致 子 集 是 闭 集 . 
证 明 设 z 为 4 的 一 点 . 由 于 XX 为 Hausdorff, 可 以 找到 不 相交 的 开 集 U. 与 V,， 
使 得 xs U,,z eV. 我 们 将 让 z 在 4 内 变动 ,所 采取 的 记号 就 是 要 强调 U, 与 了 依赖 
于 z; 并 记 住 x 是 X-4 内 一 个 固定 不 变 的 点 . 让 z 在 4 内 变动 得 到 一 组 开 集 
{V.1ze4}, 它 们 的 并 集 包 含 4. 但 4 是 紧 致 的 ,所 以 对 于 某 有 限 多 个 点 z1 ,z,,… ,ze 
A 有 
1G We 

令 V=V,U…UTV, 由 于 ,与 x 的 邻 域 U,, 不 相交 ,V 与 交集 
U=U NNU, 

不 相交 ,集合 U0 与 V 就 是 x 与 4 的 不 相交 开 邻 域 . 

在 第 2 章 中 ,我 们 曾 看 到 连续 的 一 对 一 的 满 映射 不 一 定 具有 连续 的 逆 映 射 , 因 
此 不 一 定 是 同上 胚 . 但 是 ,如 果 这 个 映射 是 从 紧 致 空间 到 Hausdorff 空间 的 , 则 可 以 利 
用 上 面 的 结果 论证 逆 映 射 的 连续 性 . 

(3.7) 定理 ”从 紧 臻 空间 到 Hausdorff 空间 了 的 连续 一 对 一 的 满 映 射 是 同 胚 . 

证 明 设 f : 于 一 了 为 这 个 映射 , 设 C 为 X 的 闭 子 集 . 则 C 紧 致 (定理 
(3.5)). 因此 fA 作 C) 紧 致 (定理 (3.4)), 从 而 是 了 的 闭 集 (定理 (3.6)). 于 是 f 把 闭 
集 映 为 闭 集 ,这 就 证 明了 f°"' 是 连续 的 . 

下 一 个 结果 能 使 我 们 更 好 地 了 解 空间 的 紧 致 特性 . 这 个 定理 说 ,如 果 在 紧 致 空 


间 内 取出 无 穷 多 个 点 , 则 这 些 点 的 分 布 必 在 某 处 显得 很 拥挤 ;用 更 严格 的 语言 说 就 
是 它们 必定 有 极限 点 . 


(3.8) Bolzano-Weierstrass 性 质 ” 紧 致 空间 的 无 穷 子 集 必 有 极限 点 . 
证 明 设 蕊 为 紧 致 空间 ,$ 为 X 内 没有 极限 点 的 子 集 . 我 们 来 证 明 8 为 有 限 
集 . 对 于 xe 半 可 以 找到 它 的 开 邻 域 O(x) ,使 得 


O(x) ns= {2 当 * ¢ $5, 
{x},， 当 x e 5, 


因为 否则 的 话 x 将 是 5 的 一 个 极限 点 . 由 X 的 紧 致 性 , 开 覆 盖 {O(x) lx eX} 具 有 有 
限 子 覆盖 . 但 每 个 集合 0(%) 至 多 只 包含 了 5 的 一 个 点 ,因此 5 必 为 有 限 集 . 
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Bolzano-Weierstrass 性 质 告 诉 我 们 ,比如 , 欧 氏 空间 内 的 紧 致 子 集 不 能 沿 着 某 
个 方向 伸 向 无 穷 远 . 因此 ,如 果 能 伸 向 无 穷 远 ,就 可 以 找到 无 穷 多 个 点 ,每 两 个 之 间 
保持 一 定 距离 ,延伸 到 无 穷 远 处 而 没有 极限 点 . 当然 我 们 可 以 用 这 个 集合 的 开 覆 盖 
来 给 出 一 个 严格 的 证 明 . 

(3.9) 定理 欧 氏 空间 内 的 紧 致 子 集 是 有 界 闭 集 . 

证 明 设 C 为 E" 的 紧 致 子 集 . 则 按 定 理 (3.6) ,C 为 闭 集 . 以 原点 为 中 心 , 半 
径 为 整数 的 开 球 构成 E" 的 一 组 开 履 盖 . 因此 若 C 紧 致 , 它 必然 包含 在 有 限 多 个 这 
样 的 球 内 ,也 就 是 说 ,有 整数 n, 使 得 C 包含 在 以 原点 为 中 心 ,n 为 半径 的 球 内 . 换 
句 话说 ,C 有 界 . 

(3.10) 定理 定义 在 紧 致 空间 上 的 连续 实 值 函数 是 有 界 的 ,并 且 达 到 它 的 上 
下 确 界 . 

证 明 若 f:X 一 R 连续 ,并 且 若 X 紧 致 , 则 f(x) 紧 致 . 因此 按 原理 (3.9) ,f(x) 
是 R 内 的 有 界 闭 集 . 由 于 f(x) 是 闭 集 ,f(x) 的 上 下 确 界 也 属于 f(x). 因此 有 xi ,x 
e 久 满足 

f(x1) = sup(f(X)), f(xs) = inf(f(X)), 

也 就 是 说 ,f 达到 它 的 上 下 确 界 . 

作为 本 节 的 结束 ,介绍 关于 紧 致 度量 空间 开 覆 盖 的 一 个 颇 带 技术 性 的 结果 ,以 
后 将 多 次 用 到 它 . 

(3.11) Lebesgue 引 理 设 瑟 为 紧 致 度量 空间 ,多 为 不 的 开 履 盖 . 则 存在 实数 6 
>0( 叫 做 .多 的 Lebesgue 数 ) ,使 得 卫 内 直径 小 于 6 的 任何 集合 必 包 含 于 .的 某 个 
成 员 . 

证 明 若 Lebesgue 引 理 不 真 , 则 可 以 找到 蕊 的 一 组 子 集 4, ,4, ,4;,…, 其 中 没 
有 一 个 是 多 内 成 员 的 子 集 , 并 且 随 着 序列 的 行进 ,它们 的 直径 趋 于 0. 对 于 每 个 m， 
选择 4, 内 的 一 点 x,. 序列 {x,1 或 者 只 包含 有 限 多 个 不 同 的 点 ,这 时 某 些 点 无 穷 多 
次 重复 出 现 ;或 者 包含 无 穷 多 个 点 ,这 时 由 于 互 紧 致 , 故 必 有 极限 点 . 将 无 穷 多 次 
重复 的 一 点 ,或 菜 个 极限 点 记 作 zp. 设 0 为 2 的 菜 个 成 员 , 它 包含 p 点 . 选取 a > 0， 
使 得 B(p,s) CU, 并 选取 足够 大 的 正 整 数 N, 使 得 

(a)Ahy 的 直径 小 于 a/2; 

(b)xveB(p,e/2). 
则 g(xw,p) < e/2, 并 且 对 于 4xv 的 任何 点 x, 有 d(x,xwy) <e/2. 因此 当 xe Ah， 时 ， 
d(%,p) <&, 表 明 AwCU. 这 就 与 原先 对 于 序列 {4,} 的 选取 矛盾 . 


习 题 


5. 下 列 空间 之 中 的 哪 一 些 是 紧 致 的 ? 
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(a) 有理 数 所 构成 的 空间 ; 
(b)S" 除去 有 限 多 个 点 ; 
〈e) 环 面 上 除去 一 个 开 圆 盘 ; 
(d)Klein 瓶 ; 

〈e) Mibius 带 除 去 边界 圆周 . 


6. 说 明 在 定理 (3. 7) 中 不 能 减 去 Hausdorff 条 件 . 


5 
8. 


说 明 Lebesgue 引 理 对 于 整个 平面 不 成 立 . 


(Lindelif 定理 ) 若 不 的 拓扑 具有 可 数 基 , 证 明 蕊 的 任何 开 履 盖 包 含 可 数 的 子 覆 盖 ， 


9. 证 明 Hausdorff 空间 内 任意 两 个 不 相交 的 紧 致 子 集 必 有 不 相交 的 邻 域 . 
10. 设 4 为 度量 空间 X 的 紧 致 子 集 . 证 明 可 以 找到 一 对 点 *,ye4, 使 得 d(x,y) 等 于 4 的 直径 . 对 


11. 
12. 


13. 
14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


于 给 定 的 xe 马 ,证 明 有 ye4, 使 得 

d(x,A) = d(x,y). 
对 于 任意 与 4 不 相交 的 闭 子 集 B, 证 明 d(4,B) >0. 
试 找 出 某 一 拓扑 空间 及 紧 致 子 集 , 它 的 闭 包 不 紧 致 . 
具备 余 有 限 拓 扑 的 全 体 实数 构成 一 个 紧 致 空间 吗 ? 对 于 半 开 区 间 拓 扑 ( 见 第 2 章 的 习题 
11) 回 答 同 样 的 问题 . 
设 /:X 一 了 为 闭 映射 ,并 且 设 了 内 每 点 的 原 象 是 X 内 的 紧 致 子 集 . 证 明 当天 为 了 的 紧 致 子 集 
时 ,f°'(K) 为 紧 致 .f 为 闭 映射 的 假定 能 否 除 去 ? ， 
设 /:X 一 Y 为 连续 单 (一 对 一 的 ) 映 射 ,并 且 设 当 J(X) 给 以 Y 的 诱导 拓扑 时 f: 久 一 f(X) 为 同 
胚 , 则 称 f 把 了 嵌入 于 了 .证 明 从 紧 致 空间 到 Hausdorf 空间 的 连续 单 映射 为 附 人 映射 . 
空间 叫做 局 部 紧 致 ,假如 它 的 每 点 有 一 紧 致 邻 域 . 证 明 下 列 空间 是 局 部 紧 致 的 :任何 紧 致 空 
间 ,E” ,任何 离散 空间 ,局 部 紧 致 空间 的 任何 闭 子 集 . 证 明 有 理 数 所 构成 的 空间 不 是 局 部 紧 臻 
的 . 验证 局 部 紧 致 性 为 同 胚 所 保持 . 
设 碟 为 局 部 紧 致 Hausdorff 空间 . 对 于 任意 xeX, 以 及 x 的 邻 域 U, 试 求 x 的 一 个 包含 于 U 内 
的 紧 致 邻 域 . 
设 X 为 局 部 紧 致 Hausdorff 空间 ,但 不 紧 致 . 外 加 一 个 点 于 X, 通 常 记 作 w ,以 构成 一 个 新 的 空 
间 ,XU{% 的 开 集 是 工 的 开 集 , 以 及 形状 如 (下 -天 ) U {% } 的 集合 ,其 中 是 X 的 紧 致 子 
集 . 验证 拓扑 结构 所 应 满足 的 公理 ,并 且 证 明 XU fo } 为 紧 致 Hausdorff 空间 ,包含 下 作为 稠 
密 子 集 . 空间 XU {o }M 做 对 的 一 点 紧 致 化 . 
证 明 FE" U {% } 同 胚 于 S".( 先 考虑 n=2 的 情形 . 球 极 平面 投影 给 出 除去 北极 的 5 与 E? 之 
间 的 一 个 同 胚 ,平面 上 越 是 远 处 的 点 所 对 应 球面 上 的 点 离 北 极 越 近 . 把 在 8 中 补足 北极 的 那 
一 点 看 作 添加 一 个 无 穷 远 点 % 到 E*. ) 
设 耻 与 了 为 局 部 紧 致 Hausdorff 空间 , 设 . 广 下 一 了 为 满 映 射 . 证明 f 可 扩张 为 XU {%w } 到 YU 
{% } 的 满 映射 , 当 且 仅 当 对 于 了 的 每 一 紧 致 子 集 Kk， f-'(K) 是 紧 致 集 . 由 此 导出 若 碟 同 胚 于 
了 , 则 它们 的 一 点 紧 致 化 也 同 胚 . 试 找 出 两 个 不 同 胚 的 空间 ,但 具有 同 胚 的 一 点 紧 致 化 . 


3.4 乘积 空间 


现在 转 而 讨论 自然 地 具有 乘积 结构 的 空间 . 脑子 里 立刻 会 呈现 很 多 例子 :平面 
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可 以 看 作 两 条 实数 轴 的 乘积 , 环 面 可 以 看 作 两 个 圆周 的 乘积 ， 圆柱 面 可 以 看 作 圆 周 
与 单位 区 间 的 乘积 . 拿 这 些 例子 来 剖析 一 下 是 有 益 的 . 我 们 就 选 定 也 : 内 的 圆柱 面 
{(x,y,2)lx +y =1， 并 有 0<zs<1}, 

并 给 出 诱导 拓扑 . 作为 一 个 集合 它 是 笛 卡 儿 积 5! x7， 


这 里 $ 表示 (%,y) 平 面 内 的 单位 贺 周 ,1 为 z 轴 上 的 1” ps a 
单位 区 间 . 我 们 说 ,圆柱 面 的 拓扑 在 一 种 很 自然 的 意 / 
义 下 是 圆周 的 拓扑 与 区 间 的 拓扑 的 乘积 . 为 了 看 出 这 去 


一 点 ,注意 车 0 为 S$ 内 的 开 集 ,Y 为 了 7 内 的 开 集 , 则 乘 
积 UxV 是 圆柱 面 内 的 开 集 (图 3.1). 另 一 方面 ,对 于 
圆柱 面 上 的 开 集 0, 以 及 0 内 的 一 点 p, 我 们 不 难 找到 a 
开 集 UC5S',VC17, 使 得 peUxVCO. 换 句 话说 ,这 些 乘积 集合 构成 圆柱 面 拓扑 的 
一 组 基 . 把 这 种 情况 概括 起 来 说 ,圆柱 面具 有 “乘积 拓扑 ”. 有 了 上 面 的 启发 ,我 们 
可 以 给 出 两 个 拓扑 空间 乘积 的 精确 定义 . 然后 我 们 将 证 明 两 个 紧 致 空间 的 乘积 
紧 致 的 (作为 本 节 的 主要 结果 ). 

设 X 与 Y 为 拓扑 空间 ,. 罗 为 XxY 内 形状 如 UxV 的 子 集 组 ,其 中 UU 为 的 开 
集 ,V 为 Y 的 开 集 . 则 U. 罗 =XxY, 并 且 . 罗 中 任意 两 个 成 员 的 交集 属于 .多 因此 .多 
构成 XxY 上 的 一 组 拓扑 基 . 这 个 拓扑 叫做 乘积 拓扑 . 集合 六 xY 配备 了 乘积 拓扑 
之 后 叫做 乘积 空间 . 几乎 不 用 再 多 加 说 明 就 知道 这 种 构造 对 于 有 限 多 个 空间 作 乘 
积 也 完全 适用 . 车, ,X,,… ,XX, 为 拓扑 空间 , 则 乘积 集合 4 xX, x… xxX。 上 的 乘 
积 拓 扑 , 以 形状 如 U) x U, x… xU, 的 集合 构成 它 的 一 组 拓扑 基 , 其 中 U, 是 X, 的 
开 集 ,1<i<n. 注意 ,n 维 欧 氏 空 间 的 通常 拓扑 正 是 把 E" 看 作 个 实数 轴 的 乘积 
集合 时 配备 的 乘积 拓扑 . 为 简单 起 见 ,我 们 将 只 讨论 两 个 空间 作 乘 积 的 情形 ,但 我 
们 强调 一 下 所 有 的 结果 ( 与 证 明 !) 对 于 有 限 乘积 也 一 样 成 立 . 事实 上 ,由 于 成 xx 总 
Xx… xX 显然 同 胚 于 (XX x … xX,_1) xX,, 关 于 有 限 乘 积 的 结果 可 以 从 关于 两 个 
空间 乘积 的 结果 运用 归纳 法 而 得 到 . 

由 pi(%x,y) =x,pz(x,y) =y 定义 的 映射 p1: 半 xY 一 针 ,py: 对 XY 一 岂 做 投影 . 
乘积 拓扑 可 以 用 投影 来 刻画 如 下 . 

(3.12) 定理 若 导 xY 了 具有 乘积 拓扑 , 则 投影 为 连续 开 映 射 . 乘积 拓扑 是 万 X 
了 上 使 两 个 投影 都 连续 的 最 小 的 拓扑 . 

证 明 设 U 为 X 的 开 集 , 则 p'(U) =UxY, 这 是 乘积 拓扑 中 的 开 集 ,因此 p， 
是 连续 的 . 同 理 p, 连续 . 为 了 要 看 出 ,比如 说 ,p, 把 开 集 映 为 开 集 只 需 看 p, 在 拓扑 基 
内 的 成 员 上 有 何 影 响 , 因 为 任何 开 集 都 可 写成 拓扑 基 内 成 员 的 并 集 . 但 p,(UxV) = 
0, 因 此 乘积 拓扑 的 拓扑 基 中 每 个 成 员 被 p, 映 为 X 的 开 集 . 同 理 p, 也 是 开 映 射 

其 次 , 设 XxY 上 有 一 个 拓扑 使 得 两 个 投影 都 连续 . 取 开 集 UCX,VCY, 并 作 
pi (U) Npz' (VV). 这 在 所 给 的 拓扑 之 下 必须 是 开 集 . 但 这 个 集合 正 是 UxV 因此 
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已 给 的 那个 拓扑 包含 了 乘积 拓扑 内 一 组 拓扑 基 的 全 体 成 员 , 因 此 这 个 拓扑 至 少 与 
乘积 拓扑 一 样 大 . 

以 后 ,每 当 提 起 xY 总 假定 它 具 有 乘积 拓扑 ,并 假定 了 与 Y 都 非 空 . 要 验证 
映 入 乘积 空间 的 映射 是 否 连续 只 需 看 这 个 映射 与 两 个 投影 的 复合 是 否 连续 . 

(3.13) 定理 映射 /:2Z 一 Xx 了 连续 , 当 且 仅 当 两 个 复合 映射 p,f : Z 一 和 ， 
pzf : Z 一 Y 都 连续 . 

证 明 设 pf 与 psf 都 连续 . 要 验证 f 的 连续 性 ,只 需 说 明 对 于 Xx 了 Y 内 的 任何 
形状 如 UxV 的 开 集 ,f™" (UxV) 是 2Z 内 的 开 集 . 但 是 

fF (UxV) = (ph) (UV) np 六 (V) 

为 Z 内 两 个 开 集 的 交集 . 因此 广 (U xV) 是 2Z 内 的 开 集 . 反之 , 若 f 连 续 , 则 由 投影 
Pi 与 p 的 连续 性 知 ,pf 与 pf 连续 . | 

(3.14) 定理 ”乘积 空间 成 x 了 为 Hausdorff 空间 , 当 且 仅 当 时 与 了 为 Hausdorff. 

证 明 设 工 与 了 都 是 Hausdorff 空间 . 设 (xj ,yi) 与 (x,,y,) 为 XxY 内 不 同 的 
两 点 . 则 或 者 x1 关 x, ,或 者 y1 关 y,( 或 二 者 同时 成 立 ) :为 了 明确 , 设 x 关 %2. 由 于 天 
为 Hausdorff 空间 ,可 以 在 无 内 找到 不 相交 的 开 集 U, 与 0, ,使 得 e U x e U2. 只 
需 取 Ul x 了 与 0, x 了 ,就 得 到 了 (xy ) 与 (”% ,yz ) 的 不 相交 开 邻 域 . 

反之 , 设 XxY 为 Hausdorff. 对 于 内 不 同 的 两 点 xi,%;, 取 一 点 ye 了 ,并 找 出 
Xx 了 拓扑 基 内 不 相交 的 成 员 U, x Vi ,U, x ,使 得 (x1,y) e Ul x Vi,(x,y) eU, 
x 记 . 则 Ui 与 0 为 x 与 x 在 X 内 的 不 相交 开 邻 域 . 因此 ,XX 是 Hausdorff 空间 . 同 
理 可 知 了 也 是 . 

(3.15) 定理 对 xY 紧 致 , 当 且 仅 当 钱 与 YY 都 紧 致 . 

(3.16) 引 理 设 半 为 拓扑 空间 , 设 . 罗 为 的 一 组 拓扑 基 . 则 针 为 紧 致 , 当 且 
仅 当 由 . 罗 的 成 员 所 组 成 的 和 的 任何 开 怜 盖 必 有 有 限 子 履 盖 . 

引 理 的 证 明 设 由 .多 中 成 员 组 成 的 式 的 任何 开 覆 盖 有 有 限 子 覆 盖 , 设 .多 为 式 
的 任何 开 窗 盖 . 由 于 .多 是 一 个 成 员 的 组 拓扑 基 ,多 的 每 个 成 员 可 以 表示 成 . 罗 中 成 
员 的 并 集 . 在 这 样 表达 时 所 用 到 的 罗 中 成 员 构 成 罗 的 一 个 子 组 , 记 作 .多 . 按 构 

UB =U .FF= XX; 

因此 ,. 罗 ' 是 的 一 个 (由 .多 中 成 员 构 成 的 ) 开 覆盖 , 按 假设 必 有 有 限 子 覆 盖 . 对 于 
这 个 有 限 子 覆盖 的 每 一 个 成 员 ,选择 多 内 的 一 个 成 员 包含 它 . 这 就 给 出 了 的 一 
个 有 限 子 覆 盖 ,说 明基 紧 致 . 引 理 的 另 一 半 是 显然 的 . 

定理 (3. 1S ) 的 证 明 若 革 xY 紧 致 ,由 于 投影 

pi:XxY >X, PP :下 X 了 一 了 

都 是 连续 满 映射 ,所 以 下 与 了 都 紧 致 (上面 我 们 曾 假设 节 与 了 都 非 空 )， 

考虑 定理 更 为 有 趣 的 那 一 部 分 : 设 X 与 Y 都 是 紧 致 空间 , 设 .F 为 XxY 的 由 形 
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状 /xfT 的 开 集 所 构成 开 覆盖 ,其 中 U 是 X 的 开 集 ,V 是 了 的 开 集 . 我 们 来 证 明 .F 有 
有 限 子 覆 盖 . 按 上 面 的 引 理 ,这 已 足以 说 明 针 x 了 紧 致 . 
取 一 点 xe 也 ,并 考虑 XxY 的 子 集 {x} x 了 ,给 它 配 以 诱导 拓扑 . 不 难 验 证 
pa|{x}xY : {zlx 了 -> 了 
为 同 胚 . 换 句 话说 , {x} x 了 是 位 于 点 x 之 “上 ”, 乘 积 空间 内 一 个 了 的 复制 ( 见 图 3.2). 
所 以 {x}xY 紧 致 ,我 们 可 以 找到 .2 的 一 个 有 限 子 组 , 它 所 有 的 成 员 作 并 集 时 包含 
{x} xY. 将 这 个 有 限 子 组 的 成 员 记 作 
Ux VU x WU x VV, 
为 的 是 强调 它们 依赖 于 x. 注意 ,这 些 集合 的 并 集 所 包含 的 比 {x} x 了 要 多 ,实际 上 
包含 了 整个 U xY, 其 路 = 个 U 
到 现在 为 止 我 们 只 用 了 了 的 紧 致 性 . 从 图 3.2 来 
看 ,集合 VY xY 是 XxY 内 位 于 关内 子 集 Ur 之 上 的 一 
条 . 证 明 的 剩 下 部 分 是 利用 并 的 紧 致 性 来 阐明 可 以 用 
有 限 多 个 这 样 的 条 形 覆 盖 整 个 Xx 工 集合 组 
{U"|xeX} 是 X 的 一 个 开 覆 盖 , 从 中 可 以 选 出 一 个 有 
限 子 覆盖 ,比如 说 
[0 Us. 
由 于 XX 是 这 些 集合 的 并 集 , 我 们 有 
XxY= (UxYU(U? xY)U...U(U xY). 
但 是 U* x 了 包含 于 


(Ur x VW) UU (Ur x Ve). 
因此 ,拓扑 基 内 的 开 集 
Ux UXxXVi, DU xV, Ts<i<s 
构成 2 的 一 个 子 覆盖 . 证 毕 . 

现在 可 以 来 证 明定 理 (3.1) ,从 而 完成 对 欧 氏 空间 内 有 界 闭 集 的 刻画 . 再 将 定 
理 重 述 一 遍 . 

(3.1) 定理 E"” 的 子 集 为 紧 致 的 , 当 且 仅 当 它 是 有 界 闭 集 . 

证 明 在 定理 (3. 9 ) 中 我 们 已 经 证 明 欧 氏 空间 的 紧 致 子 集 为 有 界 闭 集 . 友之 ， 
设 X 为 E" 的 有 界 闭 集 . 把 E” 看 作 是 实数 轴 的 ”个 复制 的 乘积 ,并 注意 由 于 不 有 
界 , 它 必然 包含 于 

[-s,s] x[-s,s] x… x[—-s,s] 
( 闭 区 间 [ -s,sj] 的 nr 个 复制 的 乘积 ) ,其 中 * 为 某 个 正 的 实数 . 按 Heine-Borel 定 
理 ,[ -s,s] 是 紧 致 的 . 按 定 理 (3. 15) 这 个 区 间 有 限 多 个 复制 的 乘积 为 紧 致 的 . 因 
此 ,X 为 紧 致 空间 的 闭 子 集 , 按 定理 (3.5) ,XX 为 紧 致 的 . 
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结束 对 紧 致 性 的 讨论 之 前 ,我 们 应 该 提 一 下 定义 无 穷 多 个 空间 的 乘积 空间 是 
可 能 的 ,并 且 还 可 以 证 明 任意 多 个 紧 致 空间 的 乘积 是 紧 致 空间 . 这 个 结果 通常 称 为 
Tychonoff 定理 ; 它 等 价 于 选择 公理 , 比 有 限 情形 的 定理 (3. 15 ) 要 深刻 . 关于 Ty- 
chonoff 定理 的 详细 论述 可 参考 Kelley[ 17 ] . 


习 题 


20. 若 Xx 了 具有 乘积 拓扑 ,并 且 若 4GX,BCEY, 证 明 
AxB=AxB, (A xB)° = AxB, 
以 及 
Fr(A xB) = [Fr(A) x BIU [A x Fr(B)], 
这 里 Fr ( ”) 表 示 边 界 . 
21. 若 4 与 B 紧 致 ,并 且 车 下 是 4xB 在 XxY 内 的 一 个 邻 域 , 试 求 4 在 X 内 的 邻 域 U, 与 B 在 Y 
内 的 邻 域 V, 使 得 
LUxyS 了 到 
22. 证 明 两 个 第 二 可 数 空间 的 乘积 是 第 二 可 数 的 ,两 个 可 分 空间 的 乘积 是 可 分 的 . 
23. 证 明 [0,1) x [0,1) 同 胚 于 [0,1] x[0,1). 
24. 设 x。e XX,yo。 e 了 .证 明 由 
fx) = (x,y0), 8g(Y) = (xo,y) 
定义 的 映射 
fiX—XxY, g:Y—>XxY 
是 能 人 映射 (定义 如 习题 14). 
25. 证 明 由 A(x) = (x,x) 定 义 的 对 角 映 射 A :XX 一 Xx 为 连续 的 ;并 证 明 久 为 Hausdorff 空间 , 当 
且 仅 当 A(x) 是 XxX 的 闭 集 . 
26. 我 们 知道 投影 p1: XxY 一 X,p,:XxY 一 了 是 开 映 射 . 它们 也 是 闭 映 射 吗 ? 
27. 设 已 给 可 数 多 个 空间 X,,X,,…, 笛 卡 儿 积 IIX; 的 一 个 典型 的 点 可 以 写成 x = (x ,x,,…). IX. 
上 的 乘积 拓扑 是 使 所 有 的 投影 p; :TIX, 一 和 ,p(x) =x% ,为 连续 的 最 小 拓扑 . 从 空间 向 , 夺 ,… 
的 开 集 造 出 这 个 拓扑 的 一 组 拓扑 基 . 
28. 若 每 个 X, 为 度量 空间 , 的 拓扑 由 度量 d, 诱导 ,证 明 
| dxi， 和) 
0 
定义 了 TIX; 上 的 一 个 度量 , 它 所 诱导 的 正 是 乘积 拓扑 . 
29. IIX, 的 箱 拓扑 是 以 所 有 形状 如 UV x VU, x … 的 集合 为 拓扑 基 产 生 的 拓扑 ,其 中 U, 为 X, 的 开 
集 . 证 明 箱 拓扑 包含 了 乘积 拓扑 ,并 且 证 明 二 者 重合 , 当 且 仅 当 除 有 限 多 个 外 ,X, 为 平庸 拓 
扑 空间 (X 为 平庸 拓扑 空间 ,假如 它 仅 有 的 开 集 为 名 与 X). 


3.5 连通 性 


如 实数 轴 、 环 面 这 样 的 空间 从 直观 上 看 起 来 是 连通 的 ,也 就 是 说 ,整个 是 一 块 . 
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不 难 对 这 个 直观 的 连通 概念 下 一 个 严格 的 定义 ,并 看 出 它 是 空间 的 拓扑 性 质 . 
我 们 说 过 ,直观 地 看 ,连通 就 是 整个 成 一 块 的 意思 . 因此 , 若 天 是 连通 空间 ,并 
且 车 把 写成 两 个 非 空子 集 的 并 集 4UB, 则 我 们 期 望 4 与 B 或 者 相交 ,或 者 至 少 
在 xX 内 是 紧 挨 着 的 . 数学 化 地 表达 出 来 就 是 要 求 
ANMB,ANMNB 
之 中 至 少 有 一 个 非 空 : 换 句 话说 ,或 者 4 与 有 公共 点 ;或 者 8 的 某 点 为 4 的 极限 


1] , 则 点 172 属于 [0,172) m[172,1]. 

(3.17) 定义 拓扑 空间 下 是 连通 的 ,假如 当 它 分 解 成 为 两 个 非 空子 集 的 并 
集 4UB 时 , 则 4mBz 名 ,或 4NBzx@. 

(3.18) 定理 ”实数 轴 是 连通 空间 . 

证 明 设 R=4UB, 其 中 4 与 8 非 空 ,并 且 4NB= 儿 .我 们 来 证 明 4 的 某 个 
点 为 8 的 极限 点 ,或 B 的 某 点 为 4 的 极限 点 . 取 ae4,5beB, 并 且 不 失 普 遍 性 可 以 
假设 a <4. 设 X 为 4 内 小 于 4 的 全 体 点 所 构成 的 子 集 ,并 令 s 为 的 上 确 界 . 点。 
可 能 属于 4, 也 可 能 不 属于 4. 但 是 , 若 * 不 属于 4, 按 上 确 界 的 定义 : 必然 在 4 内 . 将 
这 两 种 可 能 性 分 开 考虑 . 若 * 属于 4, 则 s <5, 并 且 由 于 s 是 X 的 上 界 ,s 与 5 之 间 的 
点 全 都 属于 B. 从 而 s 是 8 的 极限 点 . 若 * 不 属于 4, 则 由 于 4UB =R,s 必 属 于 B. 
前 面 已 经 指出 ,在 这 个 情形 ,s 为 4 的 极限 点 . 因此 已 经 证 明了 或 者 4nBz 儿 ,或 者 
ANBz 8. 

拓扑 空间 的 子 集 叫 做 连通 子 集 ,假若 给 以 诱导 拓扑 时 它 成 为 一 个 连通 空间 . 我 
们 称 实数 轴 的 子 集 天 是 一 个 区 间 ,假如 ,对 于 任意 两 个 不 同 的 点 ,5b eX(a <D， 
一 切 大 于 ,小 于 的 点 都 属于 X. 这 其 实 就 是 通常 的 区 间 概 念 : 它 包括 了 开 区 间 、 
闭 区 间 、 半 开 区 间或 在 某 一 端 伸 向 无 穷 的 区 间 . 我 们 的 直观 明显 ,区 间 应 是 实数 轴 
上 仅 有 的 连通 子 集 . 所 有 其 他 子 集 都 有 “间隙 ”, 从 而 分 成 了 好 几 块 . 

(3. 19) 定理 ”实数 轴 上 的 非 空子 集 为 连通 , 当 且 仅 当 它 是 一 个 区 间 . 

证 明 ”定理 (3. 18) 的 证 明 很 容易 适应 于 求证 任何 区 间 是 连通 的 . 若 针 不 是 
区 间 , 则 可 找到 点 a,be 外 ,以 及 不 属于 X 的 一 点 满足 a<p <b. 令 4 为 X 内 小 于 p 
的 点 所 构成 的 子 集 ,B = 不 -4. 由 于 p 不 在 X 内 ,一 点 车 属于 4 在 X 内 的 闭 包 , 则 必 
定 小 于 Pp, 一 点 车 属于 B 在 XX 内 的 闲 包 , 则 必 大 于 p. 因此 4mB 与 4mB 都 是 空 集 , 
不 连通 . 

连通 性 的 定义 可 以 用 多 种 方式 来 陈述 . 

(3. 20) 定理 ”对 于 空间 天, 下列 条 件 是 等 价 的 : 

(a) 了 连通 ; 

(b) 互 内 同时 为 开 集 与 闭 集 的 子 集 只 有 互 与 空 集 ; 

(e) 瑟 不 能 表示 为 两 个 不 相交 非 空 开 集 的 并 集 ; 
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(d) 不 存在 连续 满 映 射 从 下 到 一 个 多 于 一 点 的 离散 拓扑 空间 上 去 . 

证 明 ”我们 证 明 (a) 一 (b) 一 (ec) 一 (d) 一 (a). 设 式 连 通 ,并 设 4 为 不 的 既 开 
又 闭 的 子 集 . 若 B= 了 -4, 则 B 也 是 既 开 又 闭 的 . 由 于 4 与 B 都 是 闭 集 ,我 们 有 4 = 
4,B =B, 这 就 得 到 

ANMB=ANMNB=ANMB= 人. 
但 X 是 连通 的 ,所 以 4 与 B 之 一 必须 为 空 集 , 另 一 为 整个 空间 . 这 就 证 明了 (a) 二 
(b). (b) 一 (ce) 是 显然 的 . 

其 次 , 设 (c) 满 足 ,并 设 Y 为 离散 空间 ,至 少 包含 两 点 ,并 且 设 /:XY 为 连续 
满 映射 . 将 了 写成 两 个 不 相交 非 空 开 集 的 并 集 UNV. 则 = (f-1U) U(f-'V) ,与 
(ce) 了 矛盾 ! 

剩 下 只 需 证 明 (d) 一 (a). 设 空间 满足 (d) ,并 设 X 非 连通 . 将 了 表示 成 4U 
B, 其 中 4 与 B 非 空 , 并 满足 本 

ANMB=ANMB:= 他. 
注意 ,这 时 4 与 B 都 是 开 集 , 例 如 ,B 是 闭 集 4 的 余 集 . 我 们 定义 从 X 到 实数 轴 上 的 
子 空间 { -1,1} 的 映射 /为 


f(x) = 三 


则 了 是 连续 满 映射 ,与 X 满 足 (d) 矛 盾 ! 
一 个 连续 映射 应 当 不 至 于 把 空间 撕 裂 成 几 块 (就 是 说 ,将 连通 空间 映 为 非 连 

通 空间 ) :我 们 预期 的 结果 是 连续 映射 应 保持 连通 性 . 

(3.21) 定理 连通 空间 的 连续 象 是 连通 空间 . 

证 明 设 f:X 一 Y 为 连续 满 映 射 ,并 且 设 X 连 通 . 若 4 为 Y 内 同时 开 与 闭 的 子 
集 , 则 f° (4) 在 X 内 同时 为 开 集 与 闭 集 . 由 于 XX 连通 ,f"' (4) 必 为 整个 或 空 
( 按 定理 (3. 20) 的 (b)). 由 于 /是 满 映射 ,4 必然 为 整个 了 或 空 集 . 

(3.22) 系 车: 一 了 为 同 胚 , 则 了 连通 , 当 且 仅 当 Y 和 连通. 简单 地 说 ,连通 
性 是 空间 的 拓扑 性 质 . 

(3.23) 定理 设 天 为 拓扑 空间 ,2 为 下 的 子 集 . 若 Z 连通, 并 在 了 内 稠密 , 则 
下 连通 . 

证 明 设 4 为 X 内 的 一 个 既 开 又 闭 的 非 空子 集 . 由 于 Z 在 X 内 笛 密 ,2 必定 
与 的 任何 非 空 开 集 相交 ,从 而 


1 -当世 四 
1， 当 x eB. 


ANMZz GO. 
于 是 4N2 既是 Z 的 开 集 又 是 闭 集 . 由 于 2Z 连通 ,有 
ANZ=2, 
也 就 是 ,ZC4. 因此 对 =ZCA4 =4, 给 出 X=4. 这 正 是 所 需要 的 . 
(3.24) 系 若 Z 是 拓扑 空间 X 的 连通 子 集 ,并 且 若 ZCYCZ, 则 了 连通 . 特别 
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地 ,2Z 的 闭 包 Z 连通 . 

证 明 注意 Z 在 Y 内 的 闭 包 是 整个 了 ,然后 对 于 空间 对 ZCY 用 定理 (3. 23). 

我 们 还 需要 一 个 术语 . 若 4 与 B 是 空间 X 的 子 集 ,并 且 若 4 mB 为 空 集 , 则 我 们 
说 4 与 B 在 X 内 是 互相 分 离 的 . 

(3.25) 定理 设 多 是 空间 针 的 一 组 子 集 , 它 们 的 并 集 是 整个 开车 .9 的 每 个 
成 员 是 连通 的 ,并 且 .2 的 任意 两 个 成 员 在 XX 内 都 不 是 互相 分 离 的 , 则 针 连 通 . 

证 明 设 4 为 内 既 开 又 闭 的 子 集 . 我 们 证 明 4 或 者 为 空 集 ,或 者 为 整个 蕊 
.9G 的 每 个 成 员 连通 ,因此 , 若 Ze. 宛 则 Znm4 或 者 为 空 集 ,或 者 是 整个 Z. 若 对 于 -- 
切 ZsG 有 Zn4= 包 , 则 4 = 纪 . 另 一 种 可 能 性 是 我 们 能 找到 某 些 Ze 多 使 得 Zn 
4 =Z, 也 就 是 ZC4. 设 WW 是 .8 内 的 任意 一 个 另外 的 成 员 . 车 WA = 外 , 则 到 与 2 
在 XX 内 是 互相 分 离 的 (因为 ,Wn4 = 名 蕴涵 玉 CX-4, 并 且 由 于 六 -4 为 闭 集 , 我 
们 有 WCX -A4. 然后 将 这 个 结果 与 ZC4 = 4 合 起 来 看 ). 但 是 按 假定 .多 的 任何 两 个 
成 员 在 工 内 都 不 是 互相 分 离 的 . 因此 ,对 于 一 切 We .多 多 C4, 从 而 4= U.F=X. 

{3.26) 定理 车 世 与 了 是 连通 空间 , 则 乘积 空间 成 xX 了 是 连通 的 . 

证 明 车 x 为 X 的 任意 一 点 , 则 Xx 了 的 子 空间 
{*}x 了 是 连通 的 ,因为 它 同 胚 于 工 同 理 ,对 于 任意 
一 点 ys 了 , 子 空间 下 x {y} 是 连通 的 . 然而 {x}xY 与 7 
不 xfy} 有 公共 点 (x,y) ,因此 Z(x,y) =({x}xY)U 了 
(Xx {y}) 连 通 ( 运 用 定理 (3. 25 ) 于 空间 Z(x,y)). 
又 由 于 


XxY= UZ(%,y), 


并 且 任 意 两 个 Z(x,y) 相交 ,再 次 用 定理 (3. 25 ) 便 知 图 3.3 
XxY 连通 . 图 3. 3 表明 了 证 明 大 意 . 

从 这 个 结果 立刻 知道 x 维 欧 氏 空间 是 连通 的 ,因为 它 是 实数 轴 的 n 个 复制 的 
乘积 . 其 次 ,考虑 E"” 内 的 单位 球面 8 ,nm>1. 如 果 我 们 从 8" 除去 一 点 , 则 得 到 同 
胚 于 E" 的 一 个 空间 . 但 当 nz=1 时 ,除去 一 点 的 5" 在 S” 内 的 闭 包 是 整个 5”. 因此 ， 
按 定理 (3.23), 当 n>1 时 5" 为 连通 空间 . 又 环 面 可 以 看 作 S! x 8 ,因此 也 是 连 

应 当 指出 , 若 乘积 空间 式 xY 连 通 ,并 且 , 若 蕊 x 了 非 空 , 则 因子 艺 与 了 必然 是 
连通 的 . 这 是 由 于 投影 为 连续 映射 . 

若 一 个 空间 不 是 连通 的 , 则 它 分 裂 为 一 些 连通 块 的 并 集 , 其 中 任意 两 个 是 互相 
分 离 的 . 我 们 称 这 些 连通 块 为 连通 分 支 . 更 正式 一 些 说 ,拓扑 空间 X 的 连通 分 支 就 
是 它 的 极 大 连通 子 集 . 

(3.27) 定理 ”拓扑 空间 的 连通 分 支 为 闭 集 , 不 同 的 连通 分 支 在 空间 内 是 互相 
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分 离 的 . 

证 明 设 C 为 下 的 一 个 连通 分 支 则 C 为 连通 的 ,因此 由 系 (3.24) ,5 也 是 连 
通 的 . 由 于 C 是 式 的 极 大 连通 子 集 , 故 必 有 

C 三 C， 

即 5 为 闭 集 . 若是 了 内 另外 一 个 连通 分 支 , 并 且 , 若 D 与 C 在 X 内 不 是 互相 分 
离 的 , 则 由 定理 (3. 25) ,CUD 为 连通 的 . 这 与 C(D) 的 极 大 性 矛盾 ! 

注意 拓扑 空间 内 的 任何 连通 子 集 必定 包含 在 一 个 连通 分 支 中 . 因为 若 4 CX， 
并 且 若 4 连通 ,定义 C 为 下 内 一 切 包含 4 的 连通 子 集 的 并 集 . 则 由 定理 (3.25) ,这 
个 并 集 是 连通 的 ,并 且 由 它 的 构造 方式 知道 是 极 大 的 . 因此 ,C 是 包含 4 的 一 个 连 
通 分 支 . 

举 几 个 例子 帮助 直观 想象 . 

例子 

1. 连通 空间 ,比如 环 面 ,就 只 有 一 个 连通 分 支 . 另 一 个 极端 是 离散 拓扑 空间 , 它 
ee Re i 

2. 了 -S 有 三 个 连通 分 支 , 即 ( -% ,=-1),(-1,1), 以 及 (1,o). 当 ml 时 
空间 正 " -SS" 有 两 个 连通 分 支 ,由 lixll >1 与 |xill <1 给 出 . 

3. 全 体 有 理 数 Q 在 实数 轴 上 所 构成 的 子 空间 以 它 的 每 一 点 为 一 个 连通 分 支 . 
注意 Q 不 是 离散 空间 . 像 这 样 ,每 个 点 都 是 连通 分 支 的 空间 叫做 完全 不 连通 空间 . 


习 题 


30. 设 XX 由 平面 上 所 有 的 至 少 有 一 个 坐标 是 有 理 数 的 点 构成 ,证 明 针 作为 平面 的 子 空间 是 一 个 
连通 空间 . 
给 全 体 实数 以 余 有 限 拓扑 . 这 个 拓扑 空间 的 连通 分 支 是 怎样 的 ? 对 于 半 开 区 间 拓 扑 回答 同一 
个 问题 . 
32. 若 半 只 有 有 限 多 个 连通 分 支 ,证 明 每 个 连通 分 支 同时 为 开 集 与 闭 集 . 试 找 出 一 个 拓扑 空间 , 它 
的 任何 连通 分 支 都 不 是 开 集 . 
33.( 介 值 定理 ). 若 f: [a,6b] 一 E' 为 连续 映射 ,满足 Ka) <0,f(5) >0, 利 用 [a,6] 的 连通 性 证 明 
存在 一 点 ce [a,b] ,使 得 f(c) =0. 
空间 XX 叫做 局 部 连通 ,假如 对 于 任意 xeX, 以 及 x 的 邻 域 U, 有 x 的 连通 邻 域 了 包含 于 也 证 
明 任何 欧 氏 空间 ,从 而 任何 局 部 为 欧 氏 空间 的 拓扑 空间 ( 如 曲面 ) 是 局 部 连通 的 . 取 
X= {OU {l/nl n= 1,2,.…}, 
证 明 作 为 实数 轴 的 子 空间 X 不 是 局 部 连通 的 . 
35. 证 明 局 部 连通 性 为 同 胚 所 保持 ,但 不 一 定 为 连续 映射 所 保持 . 
36. 证 明 站 为 局 部 连通 , 当 且 仅 当 XX 内 每 个 开 集 的 连通 分 支 为 开 集 . 
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3.6 道路 连通 性 


拓扑 空间 X 内 的 一 条 道路 是 指 一 个 连续 映射 y: [0,1] 一 蕊 点 y(0) 与 y(1) 
分 别 叫做 道路 的 起 点 与 终点 ,并 且 我 们 说 y 连接 y(0) 到 y(1). 注意 , 若 y-!' 定 
义 为 

y(t) = yl -1t),0<t<!1, 

则 y“ 是 X 内 连接 y(1) 到 y(0) 的 一 条 道路 . 

(3.28) 定义 ”空间 是 道路 连通 的 ,假如 它 的 任意 两 点 可 以 用 一 条 道路 连接 . 

若 y 是 X 内 的 一 条 道路 ,并 且 若 fj XX 一 Y 是 连续 映射 , 则 复合 映射 

[Ot | 

是 了 内 一 条 道路 . 从 这 里 可 以 很 清楚 地 看 出 若 户 :和 一 了 为 同 胚 ,X 为 道路 连通 的 ， 
则 了 也 是 道路 连通 的 . 换 句 话说 ,如 同 紧 致 性 与 连通 性 ,道路 连通 性 也 是 空间 的 拓 
扑 性 质 . 

道路 连通 空间 总 是 连通 的 ,但 其 道 不 真 . 我 们 常常 要 假设 所 考虑 的 空间 是 道路 
连通 的 . 在 许多 情形 ,比如 说 讨论 空间 的 基本 群 时 ,加 上 这 种 假设 是 完全 自然 的 , 因 
为 基本 群 是 利用 空间 中 的 道路 构造 出 来 的 . 

(3.29) 定理 道路 连通 空间 是 连通 的 . 

证 明 设 X 为 道路 连通 空间 ,并 且 设 4 为 X 的 一 个 既 开 又 闭 的 非 空 集合 . 车 4 
不 是 整个 ,选取 xe4,ye 针 -4A, 并 且 , 用 X 的 道路 y 连接 x 到 y. 则 y-!'(4) 是 区 
间 [0,1] 内 的 一 个 非 空 真子 集 , 并 且 , 由 于 的 连续 性 , 它 是 既 开 又 闭 的 . 这 就 与 
[0,1] 连 通 的 事实 矛盾 . 因此 ,4 XX 的 前 提 不 能 成 立 ,我 们 有 4 =, 这 正 是 所 需 
要 的 . 

注意 ,对 于 空间 内 的 点 x,y,z, 若 道路 a,pB 分 别 连接 x 到 yy, 与 y 到 z, 则 由 

ty oa 0O<t<1/2, 


B(2 -1)， 1/2<i<l1 
而 定义 的 道路 y 连接 * 到 zx 

(3.30) 定理 欧 氏 空间 内 的 连通 开 集 是 道路 连通 的 . 

证 明 设 X 为 E” 的 连通 开 集 . 对 于 xeX, 令 U(x) 表示 在 X 内 可 以 用 道路 连 
接 到 x 的 点 所 构成 的 集合 . 我 们 的 目的 是 证 明 U(x) = 由 于 U(x) 显然 是 道路 连 
通 的 ,这 就 使 定理 得 以 证 明 . 设 ye U(x) ,并 取 以 y 为 中 心 整个 包含 在 关内 的 球体 
B. 否 zeB, 则 在 X 内 可 以 用 道路 连接 z 到 *, 因 为 ,我 们 可 以 在 妃 内 用 直线 段 连接 。 
到 yy, 接着 用 内 的 一 条 道路 连接 y 到 * 因此 ,B 包含 在 U(x) 内 ,由 此 看 出 [xz) 
是 了 内 的 开 集 ,又 U(x) 在 X 内 的 余 集 是 子 集 组 {U(y) |yeX-U(x) } 全 体 成 员 的 并 
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集 , 从 而 也 是 开 集 . 于 是 U(x) 也 是 的 闭 集 . 由 于 马 连 通 ,并 且 U(x) 非 空 ( 它 至 少 包含 
点 *) ,我 们 有 U(x) = 天 
前 面 曾 提起 连通 空间 不 一 定 道路 连通 :图 3.4 给 出 平面 上 具有 这 种 特性 的 一 
个 紧 致 子 空间 . 定义 
Y={(0,y)eFE|I-l1<y<1}, 


必 ; 三 {(x,sin T)e E’*|0 <x<1}. 


并 且 令 X=YUZ. 作为 [0,1] 在 一 个 连续 映射 下 的 象 ,Z 是 连通 空间 . 不 难 验证 ,2Z 
在 E 的 闭 包 恰好 是 X, 所 以 是 连通 的 . 为 了 证 明了 不 是 道路 连通 的 ,我 们 将 证 明 
不 可 能 用 XX 内 的 道路 连接 了 内 的 一 点 到 Z 内 的 一 点 . 设 yey,y: [0,1] 一 了 是 以 y 
为 起 点 的 一 条 道路 . 由 于 了 是 的 闭 子 集 , 它 必 是 X 的 闭 子 集 ,从 而 y-'(Y) 在 
[0,1] 内 为 闭 集 . 而 且 y“(Y) 肯 定 是 非 空 的 ( 它 包含 了 0) ,所 以 ,如 果 我 们 能 证 明 
它 在 [0,1] 内 为 开 集 , 就 将 有 7y (7) =[0,1] 或 y([0,1]) SY, 于 是 达到 预期 的 目 
标 . 设 iey "(了 Y), 取 a>0 足够 小 ,使 得 y(i -se,t+s) 包 含 于 以 y(i) 为 中 心 ,1/2 
为 半径 的 闭 圆 盘 D 内 . 这 个 圆 盘 与 空间 的 交集 包含 y 轴 上 的 一 个 闭 区 间 , 以 及 
曲线 y = sin(m/x) 的 一 些小 段 ,这 每 一 段 同 胚 于 一 个 闭 区 间 . 不 仅 如 此 ,这 些小 区 
间 之 中 的 任何 两 个 在 DNX 内 是 互相 分 离 的 . 因此 ,DNY 是 DNX 的 一 个 连通 分 
支 .由 于 y(t) e DNY, 而 (1 -ge,t+g) 连 通 ,所 以 y(t -et+e) 必 然 整个 包含 在 
DMY 内 . 这 就 证 明了 yy ( 了 7) 是 [0,1] 内 的 开 集 ,从 而 证 明了 钴 不 是 道路 连通 的 . 


连通 子 集 . 每 个 道路 连通 分 支 是 连通 的 ,因此 包含 在 一 个 连通 分 支 之 内 . 但 是 ,一 般 
来 说 ,各 个 道路 连通 分 支 并 不 是 互相 分 离 的 ,也 不 一 定 是 闭 集 . 例如 ,在 图 3.4 中 所 
给 出 的 空间 内 ,道路 连通 分 支 是 了 Y,Z. 它们 不 是 互相 分 离 的 ,并 且 Z 不 是 闭 集 . 

习 是 


37. 证 明道 路 连通 空间 的 连续 象 是 道路 连通 的 . 
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38. 证 明 当 n>0 时 $ 是 道路 连通 的 . 
39. 证 明 两 个 道路 连通 空间 的 乘积 是 道路 连通 的 . 
40. 若 4 与 B 是 空间 内 的 两 个 道路 连通 子 集 ,并 且 车 4mB 非 空 ,证明 4UB 是 道路 连通 的 . 
41. 试 找 出 某 一 空间 内 的 一 个 道路 连通 子 集 , 它 的 闭 包 不 是 道路 连通 的 . 
42. 证 明 任何 平庸 空间 是 道路 连通 的 . 
43. 空间 X 叫做 局 部 道路 连通 ,假如 对 于 每 个 xe 针 ,以 及 x 的 每 个 邻 域 0, 有 x 的 道路 连通 邻 域 了 
包含 在 UV 内. 图 3.4 中 的 空间 是 局 部 道路 连通 的 吗 ? 将 空间 
{OU {1l/nl n= 1,2,…} 
转变 成 平面 上 的 一 个 道路 连通 ,但 不 是 局 部 道路 连通 的 空间 . 
. 证 明 连 通 ,并 且 局 部 道路 连通 的 空间 是 道路 连通 的 . 
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4.1 MObius 带 的 制作 


许多 有 趣 的 空间 可 以 按 下 面 的 方式 构造 出 来 . 从 一 个 很 简单 的 拓扑 空间 歹 出 
发 ,把 X 的 某 些 点 粘 合 起 来 而 得 到 一 个 新 的 空间 . 我 们 以 前 已 经 这 样 做 过 :在 第 1 
章 中 曾 制 作 过 各 种 曲面 ,那里 我 们 指出 怎样 从 一 个 长 方形 出 发 ,适当 地 将 长 方形 的 
边 粘 合 而 得 到 Mibius 带 、 环 面 以 及 Klein 瓶 . 现在 我 们 要 比较 详细 地 说 一 下 Mabius 
带 的 构造 ,并 且 要 解释 怎样 利用 长 方形 的 拓扑 使 Mibius 带 成 为 一 个 拓扑 空间 . 这 
样 定义 的 Mibius 带 就 是 粘 合 空间 的 一 个 例子 . 

这 种 构造 方法 的 推广 将 在 4. 2 节 给 出 . 该 方法 也 就 是 说 ,将 长 方形 以 一 个 任意 
的 拓扑 空间 XX 代 替 , 利 用 XX 的 拓扑 ,使 钱 粘 合 某 些 点 之 后 的 集合 成 为 拓扑 空间 . 

制作 Mabius 带 时 ,我 们 把 一 个 长 方形 扭转 半 周 ,然后 将 对 边 粘 合 . 首先 需要 把 
这 个 过 程 转述 成 精确 的 数学 语言 . 作为 长 方形 R, 取 E? 内 满足 0<x<3,0<y<1 
的 点 (x,y) 所 构成 的 子 空间 . 要 描述 把 R 扭 转 半 周 后 使 铅 直 的 两 个 对 边 粘 合 , 我 们 
将 R 划分 为 互 不 相交 的 非 空子 集 ,使 得 两 个 点 在 同一 子 集 内 , 当 且 仅 当 它 们 将 粘 
合 在 一 起 . 将 这 每 个 子 集 当 作 Mabius 带 的 一 个 点 ,就 得 到 所 需要 的 烙 合 . R 的 划 
分 是 : 

(a) 由 形状 如 (0,y) ,(3,1 -y) 的 一 对 点 所 构成 的 集合 ,其 中 0<y<1; 

(b) 单 个 的 点 (x,y) ,0 <x <3,0<y<1, 所 构成 的 集合 . 

于 是 得 到 了 一 个 集合 W , 它 的 点 就 是 在 以 上 划分 下 尺 的 子 集 . 将 RR 的 每 一 点 
对 应 于 划分 中 它 所 属 的 子 集 ,就 得 到 把 R 映 满 MM 的 一 个 自然 的 映射 5. M 上 的 粘 
合 拓扑 定义 为 使 5 为 连续 的 最 大 的 拓扑 . 在 这 个 拓扑 之 下 ,M 的 子 集 0 为 开 集 , 当 
且 仅 当 (0) 在 长 方形 RR 内 为 开 集 . 

看 一 看 图 4. 1 ,就 知道 我 们 得 到 的 是 什么 样 的 开 集 . 将 1 的 点 按 通 常 的 方式 表 
为 E 的 子 集 , 以 工 表示 尺 的 两 个 垂直 边 在 7 之 下 的 象 .用 R, 表示 RR 减 去 两 个 垂 
直 边 , 则 普 限 制 在 尺 . 上 为 一 对 一 ,并 且 是 尽 .与 下 =- 工 之 间 的 同 胚 . 因此 ,M - 工 内 
各 点 的 邻 域 可 以 说 是 完全 清楚 的 :它们 只 不 过 是 ,内 点 的 邻 域 在 7 之 下 的 象 . 若 
P 在 线段 上 , 则 r-'(p) 包 含 两 个 不 同 的 点 ,分 别 位 于 R 的 两 个 垂直 边 上 , 即 形状 
如 (0,y) ,(3,1 -7y) 的 两 个 点 . 在 RR 内 ,以 (0,y),(3,1 -7) 为 中 心 ,相同 半径 的 两 
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个 半圆 共同 构成 的 集合 被 r 映 为 点 p 在 M 的 烙 合 拓扑 之 下 的 一 个 开 邻 域 0 注 意 ,如 
果 只 取 一 个 半圆 , 则 它 在 W 内 的 象 不 是 点 p 的 邻 域 ,并 且 不 是 开 集 ,因此 ,7 不 是 
开 映 射 . 工 的 点 在 Mibius 带 内 丝毫 也 不 显得 特殊 ,在 粘 合 拓扑 之 下 它们 与 到 所 有 
其 他 的 点 具有 同样 的 邻 域 . 事实 上 ,不 难 检验 这 个 粘 合 拓扑 与 也 在 集合 W 上 所 诱 


导 的 拓扑 重合 . 
(0,») TT Gn 


图 4.1 


我 们 把 M 形象 地 描绘 成 E 的 子 集 只 是 为 了 方便 . 值得 着 重 指出 的 是 在 本 节 
中 作为 粘 合 空间 而 定义 的 Mibius 带 完全 是 抽象 的 ,不 依赖 于 看 作 欧 氏 空间 子 集 的 
特殊 表示 . 


4.2 粘 合 拓扑 


设 对 为 拓扑 空间 , 儿 为 X 的 一 族 互 不 相交 的 非 空子 集 , 使 得 UF=XX. 这 样 的 一 
个 族 多 叫做 的 一 个 划分 . 按照 下 述 方 式 造 一 个 新 空间 了 7, 叫做 粘 合 空间 .了 的 点 
是 多 的 成 员 , 并 且 若 7:X 一 Y 将 XX 的 每 点 送 到 所 属 的 多 中 成 员 , 而 了 的 拓扑 是 使 
7 为 连续 的 最 大 的 拓扑 . 于 是 ,了 的 子 集 0 为 开 集 , 当 目 仅 当 zr-'(0) 在 X 为 开 集 . 
这 个 拓扑 叫做 Y 上 的 粘 合 拓扑 . 我 们 可 以 把 了 看 作 是 从 空间 碟 出 发 ,把 属于 多 的 
每 一 子 集 粘 合 为 一 点 而 形成 的 空间 . 

在 4.1 节 中 构造 Mibius 带 的 过 程 是 现在 粘 合 空间 的 一 个 特例 . 下 面 我 们 还 要 
给 出 另外 几 个 例子 ,不 过 先 要 证 明 几 个 关于 粘 合 空间 的 一 般 结果 . 首先 是 一 个 可 用 
于 检验 以 粘 合 空间 为 定义 域 的 映射 是 否 为 连续 的 结果 . 

(4.1) 定理 设 了 为 如 上 定义 的 粘 合 空间 ,2 为 任意 拓扑 空间 . 则 映射 :了 Y 一 
Z 连续 , 当 且 仅 当 复合 映射 f77 :下 一 2 和 连续 . 

证 明 设 U 为 Z 的 开 集 . 则 f°'(U) 为 Y 的 开 集 , 当 生 仅 当 #1(f"'(U)) 为 X 
的 开 集 ,也 就 是 , 当 且 仅 当 (fr) (U0) 为 的 开 集 . 

设 f:X 一 了 为 满 映 射 ,并 且 设 Y 上 的 拓扑 是 使 为 连续 的 最 大 拓扑 . 则 我 们 称 
j 为 粘 合 映射 ,其 理由 如 下 . 任何 映射 :外 一 Y 给 出 的 一 个 划分 ,以 子 集 
{f(y) } 为 它 的 成 员 ,其 中 ye 工 设 了 .为 相应 于 这 个 划分 的 粘 合 空间 ,7 :一 Y， 


@ 若 p 为 上 的 端点 , 则 应 是 R 内 的 两 个 等 半径 的 1/4 圆 共 同 构成 的 集合 ,被 7 映 为 p 在 M 内 的 一 个 开 邻 
域 . 
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为 相应 的 映射 . 

(4.2) 定理 若 / 为 粘 合 映 射 , 则 

(a) 空 间 了 同 胚 于 空间 Y,，; 

(b) 映 射 g :YY 一:Z 连续 , 当 且 仅 当 复 合 映 射 gf :和 一 Z 连续 . 

证 明 由 于 Y 具 有 使 /连续 的 最 大 拓扑 ,(b) 的 证 明 恰 如 定理 (4. 1). 7. 的 点 
是 集合 {f(yY)}, 其 中 yeY. 定 义 h:Y, 一 了 为 h(Ef(y) =y. 则 为 一 一 对 应 ， 
并 且 满 足 

hm =f, hf=7. 
由 定理 (4. 1) ,h 为 连续 ,并 且 由 (b) ,h -为 连续 . 因此 ,h 为 同 胚 . 

(4.3) 定理 设 /:X 一 了 Y 为 连续 满 映射 . 若 f 把 全 的 开 集 映 为 了 的 开 集 ,或 闭 
集 映 为 闭 集 , 则 f 为 粘 合 映射 . 

证 明 设 f 把 开 集 映 为 开 集 ,并 设 0 为 Y 的 子 集 ,使 得 f-1(U0) 为 X 的 开 集 . 既 
然 是 满 映 射 ,f(f™(U)) =U, 因 此 ,在 了 的 已 给 的 拓扑 之 下 UVU 必 为 开 集 . 所 以 这 
个 拓扑 是 使 连续 的 最 大 拓扑 ,f 是 粘 合 映 射 . 闭 映射 情形 的 证 明 类 似 . 

(4.4) 系 设 /:X 一 Y 为 连续 满 映 射 . 若 和 为 紧 致 ,7 为 Hausdorff, 则 f 为 粘 合 
了 映射. 

证 明 ” 紧 致 空间 的 闭 集 是 紧 致 的 ,从 而 它 在 连续 映射 /之 下 的 象 为 Y 的 紧 
致 子 集 . 但 Hausdorff 空间 的 紧 致 子 集 为 闭 集 . 因此 ,把 闭 集 映 为 闭 集 ,我 们 可 以 用 
定理 (4.3) 导出 需要 的 结论 . 

我 们 将 用 定理 (4.2) 与 系 (4.4) 来 比较 同一 拓扑 空间 的 不 同 表述 . 先 看 环 面 的 
两 种 不 同 的 构造 方法 . 

环 面 取 XX 为 EE 的 单位 正方 形 [0,1] x [0,1] ,配备 以 子 空间 拓扑 . 将 了 划分 
为 下 列 的 子 集 组 : 

(a) 四 个 顶点 所 构成 的 集合 {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)}; 

(b) 由 一 对 点 (x,0),(x,1) ,0 <x<1 所 构成 的 集合 ; 

(c) 由 一 对 点 (0,y) ,(1,y) ,0 <y<1 所 构成 的 集合 ; 

(d) 单 个 点 (x,y) ,0 <x <1,0 <y<1 所 构成 的 集合 . 

所 得 到 的 粘 合 空间 就 是 环 面 . 另 一 种 同样 常见 的 描述 是 说 环 面 乃 是 两 个 圆周 的 拓 
扑 乘积 $ x 5'. 通常 ,S' 表示 平面 上 的 单位 圆周 . 把 S! 的 点 看 作 是 复数 ,定义 映射 
ff : [0,1] x[0,1] 一 5 xS 如 同 f(x,y) = (eez). 则 由 上 的 原 象 所 构成 的 
[0,1] x[0,1] 的 划分 恰好 就 是 上 面 所 给 出 的 . 按 系 (4.4) ,f 是 粘 合 映射 ,因此 , 环 
面 的 两 种 描述 是 同 胚 的 . 

锥 形 构 造 ” 我 们 的 目的 是 定义 任意 拓扑 空间 XX 上 的 锥 形 . 从 下 x7 出 发 , 令 CX 
为 相应 于 下 列 划 分 的 粘 合 空间 : 

(a) 子 集 针 x {1}; 
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(b) 由 单个 的 点 (x, 刁 所 构成 的 集合 ,xs 和 ,0 三: <1. 
CX 叫做 半 上 的 锥 形 . 直观 地 看 ,我 们 将 Xx/ 的 顶部 捏 ( 粘 合 ) 成 一 点 ,这 个 点 就 是 
锥 形 的 尖顶 . 

若 工 是 某 个 欧 氏 空间 E” 的 紧 致 子 集 , 则 有 更 为 自然 的 作法 . 将 了 包含 于 
E”” 内 作为 最 后 一 个 坐标 为 0 的 一 切 点 , 令 v 表示 E”'! 的 点 (0,0,…,0,1). 定义 了 
上 的 几何 锥 形 为 已” 内 可 以 写成 妈 +(1 -it)x,xeX,0<i<1 形状 的 点 所 构成 的 
集合 . 因此 ,几何 锥 形 由 连接 点 v 与 X 的 点 的 一 切线 段 所 构成 . 

(4.5) 引 理 针 上 的 几何 锥 形 同 胚 于 CX. 

证 明 令 f(x,t) = 志 + (1 一 让 x 而 定义 从 对 xT 到 X 上 的 几何 锥 形 的 映射 了 , 则 
f 为 连续 满 映射 ,并 且 f(x,t) = 了 (x',t') , 当 且 仅 当 或 者 x =x',t =1' ,或 者 1=t' =1. 
因此 ,f 所 诱导 的 XxI 的 划分 恰好 是 从 属于 粘 合 空间 CX 的 划分 . 由 于 紧 致 , 故 
了 x1 也 紧 致 ,而 几何 锥 形 由 于 是 E"" 的 子 集 ,当然 也 是 Hausdorff 的 . 因此 , 按 系 
(4.4) ,f 是 烙 合 空间 ,所 要 的 结果 可 从 定理 (4.2) 的 (a) 部 分 提出 . 

合 空 间 B"/S5"" 设 P" 为 n 维 欧 氏 空间 内 的 单位 球体 ,S"! 为 B" 的 边界 . 

考虑 B” 的 下 列 划分 ,其 成 员 为 

(a) 集 合 S 

(b)B" -SS 内 的 单个 点 . 
相应 的 粘 合 空间 通常 记 作 B/S"…. 一般 地 ,如 果 以 任意 空间 代替 B", 以 X 的 一 
0 4 代替 5" ', 则 X/4 表示 将 子 空间 4 粘 合 为 一 点 所 得 的 粘 合 空间 . 注 

意 ,按照 这 种 记 法 ,CX 为 XxI/AXx {11}. 

我 们 说 8 LS 同 胚 于 5". 这 不 会 令 人 惊奇 . 以 n=1 为 例 ,这 时 我 们 所 说 的 是 
将 [ -1,1j 的 端点 粘 合 人 RU 间 . 要 给 出 一 个 正式 的 证 明 ,我 
们 只 需 造 出 一 个 满 映射 : , 它 在 B" -S" "上 为 一 对 一 的 ,并 且 将 S”…! 烙 

合 为 一 点 . 按 系 (4.4) Se 个 粘 合 映射 ,于 是 定理 (4.2) 给 出 所 要 的 同 
胚 .f 可 以 构造 如 下 . 我 们 知道 E” 同 胚 于 媒 " -8S 以 及 3 - {p}, 这 里 pe 5S" 是 任 
意 一 点 . 取 定 同 胚 h: B" -5 7 一 PB" ,h,: E" 一 9" - {p}, 并 定义 
hhi(x), 当 x € B" -5S", 
8 | 当 x € SS". 


了 的 连续 性 不 难 验 证 . 
焊接 引 理 ” 设 半 ,了 为 某 拓 扑 空间 的 子 集 . 给 对 ,了 与 XUY 以 诱导 拓扑 . 若 
六 57 一 2 为 两 个 映射 ,假设 它们 在 和 与 7 的 交集 上 一 致 ,可 以 定义 
fUg:XUY—2, 
如 同 fUg(x) = 人 xz) , 当 xeX; fUg(yY) =g(y), 当 yeY. 称 fUg 是 把 f 与 g“ 焊 接 
起 来 "而 形成 的 . 下 面 的 结果 使 得 我 们 能 在 一 定 条 件 下 从 /与 g 的 连续 性 导出 fUg 
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(4.6) 焊接 引 理 若 针 与 Y 在 XUY 内 是 闭 集 , 并 且 若 与 g 都 连续 , 则 fUg 
连续 . 
证 明 设 C 为 Z 的 闭 集 . 则 /7'(C) 为 X 的 闭 集 (由 f 的 连续 性 ) ,从 而 在 XU7 
内 为 闭 集 (由 于 针 闭 于 XUY). 同 理 ,g-'(C) 闭 于 XUY. 但 是 

(f Ug)"(C) = 广 (C) Ug (OC), 
从 而 YUg)“'(C) 闭 于 XUY. 这 就 证 明了 AUg 连续 . 

焊接 引 理 中 的 条 件 如 果 换 为 与 Y 都 是 XUY 的 开 集 ,结论 仍然 成 立 . 我 们 对 
闭 集 来 陈述 是 因为 这 个 情形 最 有 用 . 如 果 对 XX 与 了 不 加 任何 假设 , 则 引 理 当然 是 
不 成 立 的 . 

我 们 将 要 看 到 ,焊接 引 理 可 以 用 粘 合 映射 来 陈述 ,可 以 解释 成 定理 (4. 3 ) 的 特 
别 情形 . 为 此 , 先 引入 两 个 空间 的 无 交 并 XX+ 了 ,以 及 映射 j: 瑟 +7 一 XU 7Y, 限制 
在 了 或 Y 上 时 , 均 为 含 人 映射 . 这 个 映射 对 于 上 述 目的 是 重要 的 ,因为 

(a) 它 连续 ; 

(b) 复 合 映射 (fUg)j:X+Y 一 2 为 连续 , 当 且 仅 当 /与 g 为 连续 . 

将 (上 ) 与 定理 (4.2) 的 (b) 相 结合 有 下 列 结果 . 

(4.7) 定理 若 j 是 一 个 粘 合 映射 ,并 且 若 /:X 一 2 与 g :YY 一 *Z 都 连续 , 则 

fUg:XUY—Z 
连续 . 

焊接 引 理 是 这 个 结果 的 一 个 特别 情形 ,因为 如 果 匀 与 Y 都 在 XUY 内 为 闭 集 ， 
则 j 将 闭 集 映 为 闭 集 , 从 而 按 定理 (4. 3) ,i 为 粘 合 映射 . 

若 j 是 粘 合 映射 , 则 XUY 可 以 看 作 把 无 交 并 对 +Y 内 六 的 某 些 点 与 Y 内 的 点 
粘 合 而 得 到 烙 合 空间 . 在 这 种 情形 下 ,我 们 常 说 XUY 具 有 粘 合 拓扑 ;XUY 的 子 集 
4 为 开 ( 闭 ) 集 , 当 且 仅 当 ANX 与 4NY 分 别 为 了 与 Y 的 开 ( 闭 ) 集 . 

定理 (4.7) 可 以 推广 到 任意 并 . 设 X,(ae 4) 为 某 一 拓扑 空间 内 的 一 族 子 集 . 
给 每 个 X。 以 及 并 集 UX。 以 诱导 拓扑 . 设 Z 为 任意 拓扑 空间 , 设 对 每 个 we4 已 给 
映射 有 :XX, 一 Z ,使 得 对 于 a,BehA 有 

pb NX = flX NM Xe. 
将 这 些 f. 焊接 而 定义 映射 F: UX, 一 2Z, 即 F(x) =f.(x), 当 x eX. 设 @@X, 表示 空 
间 X。 的 无 交 并 , 设 j: @X。 一 UX 是 如 下 的 映射 : 它 限制 在 每 个 XX, 上 为 到 。 到 U 
X。 的 含 人 映射 . 

(4.8) 定理 车 j 为 粘 合 映射 ,并 且 若 每 个 .连续 , 则 下 连续 . 

证 明 注意 万 :@X。 一 2Z 连续 , 当 且 仅 当 每 个 / 连续 ,并 运用 定理 (4.2) 的 (b). 

如 前 , 当 j 为 粘 合 映射 时 ,我 们 说 UX, 具有 粘 合 拓扑 . 如 果 只 有 有 限 多 个 X,， 
而 且 每 个 X 是 UX。 内 的 闭 集 , 则 UX。 自动 地 具有 粘 合 拓扑 . 若 X, 的 数目 为 无 
穷 , 则 必须 谨慎 . 图 4. 2 表示 平面 上 一 族 无 穷 多 个 闭 区 间 . 它们 的 并 集 给 以 子 空间 
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拓扑 时 ,很 清楚 是 同 肛 于 圆周 的 空间 ,但 粘 合 拓扑 却 给 出 ”。 
一 个 同 胚 于 实数 轴 非 负 部 分 的 空间 (将 标号 的 区 间 映 为 
[n-1,n]). 

射影 空间 我们 给 出 n 维 实 射影 空间 P" 的 三 种 描 1 3 
述 . 定理 (4.2) 与 系 (4.4) 可 用 来 阐明 这 三 种 说 法 所 得 到 的 
是 同一 个 空间 . 

(a) 取 下 ”内 的 单位 球面 8?" ,把 它 的 点 划分 成 子 集 ， “。6e 4 
每 个 子 集 恰好 包含 两 个 点 , 即 5* 上 的 一 对 对 径 点 (一 条 直 图 4.2 
径 的 两 个 端点 ). 由 此 而 得 的 粘 合 空间 就 是 P". 简单 地 说 ,P" 是 从 8" 通过 粘 合 对 径 
点 而 得 到 的 . 

(b) 从 EE"” {0} 出 发 ,两 个 点 将 被 粘 合 在 一 起 , 当 且 仅 当 它们 位 于 同一 条 过 
原点 0 的 直线 上 (注意 $" 上 的 对 径 点 具有 这 个 性 质 ). 

(c) 从 单位 球体 B" 出 发 ,将 边界 球面 上 的 对 径 点 粘 合 . 

贴 附 映射 ”作为 粘 合 空间 的 最 后 一 个 例子 ,我 们 正式 地 定义 利用 连续 映射 把 
一 个 拓扑 空间 贴 附 到 另 一 个 空间 上 去 的 概念 . 

设 X, 了 为 空间 ,4 为 Y 的 子 空间 ,f:4 一 X 为 连续 映射 . 我 们 的 目 的 是 要 利用 
f 将 了 贴 附 于 XX 而 形成 一 个 新 的 空间 , 记 作对 UyY. 从 无 交 并 X+Y 出 发 ,定义 一 个 
划分 ,使 得 两 点 属于 同一 个 子 集 , 当 且 仅 当 它们 在 /之 下 烙 合 . 确切 地 说 ,划分 的 成 
员 为 

(a) 点 对 {a,f(a)}, 其 中 ae4; 

(b) 了 -4 内 单个 的 点 ; 

(ec) 王 -成 4) 内 单个 的 点 . 
相应 于 这 个 划分 的 粘 合 空间 就 是 XUyY. 映射 和 称 为 贴 附 映射 . 

在 很 多 应 用 之 中 ,了 是 一 个 球体 ,4 是 它 的 边界 球面 . 考虑 第 1 章 中 说 过 的 关 
于 射影 平面 (2 维 实 射影 空间 ) 的 描述 . 基本 的 思想 是 通过 焊接 边界 圆周 的 办 法 把 
圆 盘 贴 附 到 Mabius 带 上 . 现在 可 以 使 这 个 想法 精确 化 . 设 MM 为 Mobius 带 ,D 为 圆 
盘 . 选 定 D 的 边界 圆周 与 W 的 边界 之 间 的 一 个 同 胚 h, 并 作出 粘 合 空间 MU 所 
得 的 结果 就 是 P ,并 且 ( 我 们 将 在 第 7 章 中 看 出 ) 最 后 结果 与 h 的 选取 无 关 . 至 于 
这 种 描述 与 上 面 “射影 空间 ”里 所 给 的 描述 之 间 的 一 致 性 则 留 给 读者 自己 去 考虑 . 

最 后 再 补充 一 点 :车 了 是 从 镁 得 来 的 粘 合 空间 , 则 了 是 在 连续 映射 之 下 的 
象 ,因此 ,继承 了 XX 的 某 些 性 质 ,如 紧 致 性 .连通 性 .道路 连通 性 . 不 过 ,对 可 以 是 
Hausdorff 的 ,而 了 却 不 满足 Hausdorff 公理 . 作为 一 个 例子 , 取 蕊 为 具有 通常 拓扑 的 
实数 轴 , 划 分 ,使 得 实数 7 与 属于 划分 的 同一 成 员 , 当 生 仅 当 + -s 是 有 理 数 . 请 
读 考验 证 相应 的 粘 合 空间 具有 平庸 拓扑 . 
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习 题 


1. 验证 在 “射影 空间 ”中 列举 的 对 P" 的 描述 (a) ,(b) ,(c) 确 实 得 出 同一 的 空间 . 

2. 如 果 把 Mibius 带 的 边界 圆周 粘 合成 一 点 ,得 到 的 是 什么 空间 ? 

3. 设 /:X 一 了 为 粘 合 映射 , 设 4 为 X 的 子 空间 ,并 且 f(4) 给 以 了 的 诱导 拓扑 . 说 明 限制 后 的 映射 
/14 :4 一 (4) 不 一 定 是 粘 合 映射 

. 沿用 前 一 题 的 术语 ,证 明 若 4 为 的 开 集 , 且 f 映 开 集 为 开 集 ,或 4 为 闭 集 , 且 f 映 闭 集 为 闭 集 ， 
则 /14 :4 一/(4) 为 粘 合 映射 

5. 设 关 为 圆周 [x - (1Mn) ] + =(1/n)?,n=1,2,3,… 的 并 集 ,给 以 平面 的 子 空间 拓扑 . 设 了 为 

将 实数 轴 的 全 体 整数 粘 合 为 一 点 所 得 的 粘 合 空间 . 证 明 X 与 Y 并 不 同 胚 (X 叫做 夏威夷 耳 

环 ). 

给 出 例子 说 明 粘 合 映射 可 以 既 不 开 , 又 不 闭 . 

. 描述 下 列 各 空间 : 

(a) 圆柱 面 , 使 它 的 每 个 边界 圆周 粘 合 为 一 点 ; 

(b) 环 面 ,使 它 的 由 一 个 经 圆 与 一 个 纬 圆 共 同 构成 的 子 集 粘 合 为 一 点 ; 
(c)5 ,使 它 的 赤道 圆 粘 合 为 一 点 ; 

(d) 也 ,使 它 的 每 个 以 原点 为 中 心 , 半 径 为 整数 的 圆周 粘 合 为 一 点 . 

8. 设 X 为 紧 致 Hausdorff 空间 . 证 明天 上 的 锥 形 同 胚 于 不 x [1,0) 的 一 点 紧 致 化 . 车 4 为 X 的 闭 
集 , 证 明 X/4 同 胚 于 -4 的 一 点 紧 致 化 . 

. 设 /:X 一 X' 为 连续 映射 , 设 有 XX 与 X 的 划分 与 多 ', 使 得 车 的 两 点 属于 的 同一 个 成 员 
时 ,它们 在 f 之 下 的 象 属于 “的 同一 个 成 员 . 若 了 ,到 分别 为 这 些 划分 所 给 出 的 粘 合 空间 ,证 
明 / 诱 导 连 续 映 射 六 了 一 7 ,并 且 若 /为 粘 合 映射 , 则 /也 是 . 

10. 设 S 是 E 内 的 单位 球面 . 定义 太 : 8: 一 E' 如 同 

fx,y,2) = (x 一 多 ,xy yxzyyz)。 
证 明 / 诱导 了 射影 平面 在 E' 的 嵌 人 (嵌入 的 概念 曾 在 第 3 章 的 习题 14 中 定义 过 ). 

11. 证 明 由 


和 


~ 


- 


f(x,y) = (cosx,cos2y,sin2y,sinxcosy,sinxsiny) 
定义 的 映射 
广 [0,2m] x [0,m7] 一 也 
给 出 Klein 瓶 在 也 的 一 种 戏 人 . 
12. 沿用 习题 11 的 记号 ,证 明 若 

(2 + cosx)cos2y = (2 + cosx’)cos2y’, 

(2 + cosx)sin2y = (2 + cosx’)sin2y', 
则 

Cosx = Cosx' ,Cos2y = cos2y',sin2y = sin2y’. 
从 而 导出 由 
8(%,y) = [(2 + cosx)cos2y,(2 + cosx ) sin2y,sinxcosy,sinxsiny] 
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所 给 出 的 映射 
gi:[0,27] x [0,mn]—¥E’ 
诱导 了 Klein 瓶 在 E' 内 的 一 种 散人 . 


4.3 拓 扑 群 


暂时 离开 粘 合 空间 的 概念 考虑 除了 拓扑 结构 之 外 还 有 群 结构 的 空间 . 一 个 极 
好 的 例子 就 是 圆周 $ ,可 以 把 它 看 作 由 绝对 值 为 1 的 复数 组 成 . 它 的 拓扑 是 从 平 
面 诱导 来 的 , 群 结构 就 是 复数 的 乘法 . 注意 下 列 两 个 映射 

S$! 有 Ss! —»S! ,(eioeiy) Fe ei(0+9) ( 群 乘积 ) 
8 一 S eehre ( 群 内 的 求 逆 ) 

是 连续 的 ,从 而 拓扑 结构 与 代数 结构 融洽 地 配合 . 

(4.9) 定义 C 是 一 个 拓扑 群 , 假 如 它 既 是 一 个 Hausdorff 空间 ,又 是 一 个 群 ， 
并 且 这 两 个 结构 在 下 述 意 义 之 下 是 相 容 的 , 即 群 的 乘积 m :GxGC 一 G6, 与 群 的 求 逆 
运算 i:G 一 G 都 是 连续 映射 . 

本 节 大 部 分 篇 幅 讲 例子 ,包括 矩阵 群 的 例子 . 在 4. 4 节 我 们 将 回 到 粘 合 空间 . 
在 那 一 节 我 们 将 定义 拓扑 群 在 一 个 空间 上 的 作用 ,说 明 这 种 作用 怎样 导出 粘 合 空 
间 ,并 考虑 由 此 产生 的 一 类 粘 合 空间 . 

拓扑 群 的 例子 

(1) 实 数 轴 , 群 结构 是 实数 的 加 法 . 

(2) 圆周 ,如 同 前 面 所 描写 . 

(3) 具 有 离散 拓扑 的 抽象 群 . 。 

〈4) 环 面 看 作 两 个 圆周 的 乘积 空间 . 取 乘 积 拓扑 与 乘积 群 结构 (两 个 拓扑 群 的 
乘积 为 拓扑 群 ,见习 题 13). 

(5)3 维 球面 看 作 四 元 数 空间 H 内 的 单位 球面 (作为 拓扑 空间 于 是 也 ,并 具 
有 四 元 数 的 代数 结构 ). 

(6)n 维 欧 氏 空间 . 以 记号 R" 来 强调 所 考虑 的 是 拓扑 群 (通常 的 加 法 作为 群 
结构 ) ,而 不 单单 只 是 拓扑 空间 E”. 

(7) 具 有 实 元 素 的 可 逆 nxn 和 矩阵 所 构成 的 群 . 群 结 构 来 自 矩 阵 乘 法 . 至 于 拓 
扑 结构 ,将 每 个 nxn 矩阵 4 = (a,,) 等同 于 E” 的 点 

(ai CQ12 Qn 21 ,G2n 0Q31 9"° ,Qnn ) 


而 取 诱 导 拓 扑 . 这 个 拓扑 群 叫做 一 般 线 性 群 , 记 作 GL(n)Q. 将 在 定理 (4. 12) 仔 细 


@ 或 Cr(n,R) 以 强调 矩阵 的 元 素 是 实数 . CL(n,C) 则 表示 相应 的 以 复数 为 元 素 的 可 道 矩 阵 所 构成 的 
群 . 
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验证 GL(n) 为 拓扑 群 . 

(8) 具 有 实 元 素 的 全 体 nxn 正 交 和 矩阵 组 成 的 正 交 群 0(n). 0(n) 的 拓扑 结构 
与 群 结构 都 从 GL(n) 诱 导 得 来 . 它 是 GL(n) 的 子 群 (作为 拓扑 群 ). 0(n) 中 行列 式 
等 于 +1 的 矩阵 全 体 构 成 一 个 子 群 ,叫做 特殊 正 交 群 , 记 作 SO(n). 

对 于 拓扑 群 来 说 ,“ 同 构 ” 与 “ 子 群 " 之 类 的 名 词 需 要 作 些 解释 . 这 时 ,拓扑 结构 
与 代数 结构 要 同时 加 以 考虑 . 因此 ,两 个 拓扑 群 之 间 的 同 构 是 一 个 同 胚 ,同时 又 是 
一 个 群 同 构 . 类 似 地 ,拓扑 群 的 子 集 叫 做 子 群 ,假如 代数 上 它 构 成 一 个 子 群 ,同时 还 
有 具 有 子 空间 拓扑 . 因此 ,具有 离散 拓扑 的 整数 全 体 所 成 的 集合 Z 是 实数 轴 及 的 一 
个 子 群 . 如 果 作 商 群 R/Z, 并 给 以 粘 合 拓扑 (相应 的 对 R 的 划分 由 R 关于 Z 的 傍 
系 组 成 ) ,于 是 得 到 一 个 拓扑 群 , 同 构 于 圆周 . 这 是 因为 由 f(x) = ex 定义 的 映射 
f: R 一 5' 把 开 集 映 为 开 集 , 按 定理 (4.3) , 它 是 一 个 粘 合 映射 . R 的 两 个 点 被 上 粘 合 
为 一 , 当 且 仅 当 它们 之 差 是 整数 ,因此 按 定理 (4.2) ,诱导 了 R/ZQ@ 与 8! 之 间 的 同 
胚 . 容易 验证 这 个 同 胚 是 群 同 构 . 作为 有 关子 群 与 同 构 的 第 二 个 例子 ,我 们 考虑 矩 
阵 群 . 对 于 每 个 (n -1) x (n -1) 正 交 矩 阵 4 对 应 以 n xn 正 交 和 矩阵 

1 0 
(02 
表明 0(n -1) 同 构 于 0(n) 的 一 个 子 群 . 

设 G 为 拓扑 群 ,x 是 6 的 一 个 元 素 , 按 L(g) =xg 定义 的 映射 L: G 一 6, 叫做 

元 素 x 所 确定 的 左 平移 . 它 显然 是 一 对 一 的 满 映 射 , 由 于 它 又 是 复合 映射 

6 一 Cx6C 一 6G， 

g P(x,g8) FF>xg， 
所 以 是 连续 的 . L,-, 是 工 的 逆 映 射 ,因此 工 , 是 同 胚 . 类 似 地 有 右 平移 R,: G 一 G6, 定 
义 作 R.(g) =gx,R, 也 是 同 胚 . 

这 些 平移 的 存在 说 明 拓 扑 群 是 具有 某 种 “ 齐 性 ”的 拓扑 空间 . 因为 , 若 * 与 y 是 
拓扑 群 6 的 任意 两 点 , 则 必 有 6G 的 同 胚 将 x 映 为 y, 即 平移 L,1. 因此 ,在 G 的 每 
点 ,从 局 部 来 看 呈现 出 相同 的 拓扑 结构 . 

(4.10) 定理 设 C 为 拓扑 群 , 开 为 C 的 含有 单位 元 素 的 连通 分 支 . 则 天 是 C 
的 闭 正规 子 群 . 

附 记 车 G=0(n), 则 KK=50(n). 这 一 点 以 后 将 证 明 . 

证 明 连通 分 支 总 是 闭 集 . 对 于 任何 x eK, 集 合 久 x-!' = RR,.' (K) 为 连通 (因为 


@ 遗 赃 的 是 ,这 里 在 记号 上 发 生 了 冲突 . R/Z 既 用 来 表示 一 个 粘 合 空间 , 它 的 点 是 Z 在 R 中 的 偿 系 ,又 
用 来 表示 在 空间 民 将 子 空间 Z 粘 合 为 一 点 所 得 的 空间 . 在 前 一 种 情形 ,所 得 的 是 一 个 圆周 ,在 后 一 种 
情形 ,是 一 束 无 穷 多 个 圆周 ( 即 无 穷 多 个 圆周 碰 在 一 点 ). 但 是 ,以 后 无 论 在 何 处 ,从 当时 的 具体 情况 
考察 ,总 可 以 辨 明 所 谈 的 是 哪 一 种 情形 . 
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及 -是 同 胚 ) ,并 且 包 含 e =xx“…. 由 于 KK 是 6 内 包含 e 的 极 大 连通 子 集 , 必 有 天 x -CE 开 
因此 ,KK =K,K 为 G 的 子 群 . 正规 性 也 从 类 似 的 考虑 得 出 . 对 于 任何 ge C, 集 合 
gKg “=R,-iL,(KK) 为 连通 ,并 且 包 含 e. 因此 ,gKg ' CK. 

(4.11) 定理 在 一 个 连通 拓扑 群 内 ,单位 元 素 的 任意 邻 域 是 整个 群 的 一 组 
生成 元 . 

证 明 设 6 为 连通 拓扑 群 ,V 为 e 在 G 内 的 一 个 邻 域 . 令 豆 = <7> 为 了 的 元 
素 在 C 内 所 生成 的 子 群 . 车 he 瑟 , 则 的 邻 域 hV = 已 (Y) 包 含 于 互 , 故 豆 是 开 集 . 
我 们 说 ,五 的 余 集 也 是 开 集 . 因为 若 g s C -了 五, 考虑 集合 8 车 gVNn 昌 不 空 ,比如 说 
xegVNH, 则 x=gv,veV. 则 g=xv ,而 x 与 v7 都 属于 右 , 从 而 ge 电 , 矛 盾 ! 因此 
8 的 邻 域 L(V) =gV 包含 于 G- 卫 ,这 说 明 6 -五 为 开 集 . 由 假设 6 连通 , 故 不 能 划 
分 为 两 个 不 相交 的 非 空 开 集 . 由 于 五 非 空 ,必然 有 G-H= 儿 , 即 6G=HH. 

(4.12) 定理 ”矩阵 群 GL(n) 是 拓扑 群 . 

证 明 设 M 为 具有 实 元 素 的 xz 矩阵 全 体 所 构成 的 集合 ,以 4 = (a,,;) 表示 
M 的 一 个 典型 的 元 素 . 我 们 可 以 把 M 等 同 于 ww 维 欧 氏 空间 ,即将 4 = (a;;) 对 应 
于 点 (an ap，…anyai，… an al am). 这 样 等 同 之 后 就 使 得 M 具备 一 个 拓 
扑 ;我 们 说 ,关于 这 个 拓扑 , 矩 阵 乘积 m : M x M 一 M 为 连续 . 要 看 出 这 一 点 ,只 需 
观察 熟知 的 矩 阵 乘 法 公式 : 若 4 = (a,;) ,B = (2b,;) , 则 乘积 m(4,B) 的 第 六 个 元 素 
是 多 aisbij. 现在 M 具有 乘积 空间 了 x E' x… x E'(n? 个 因子 ) 的 拓扑 ,对 于 任何 
满足 1<i,j<n 的 i,j, 我 们 有 投影 映射 7;: M 一 E' ,将 矩阵 A 映 为 它 的 第 立 个 元 
素 . 按 定理 (3. 13 ) ,m 连续 , 当 且 仅 当 所 有 的 复合 映 射 


MxM- > M 一 El 
为 连续 . 但 是 

Tm(A,B) = Daabs 
是 A 与 B 的 元 素 的 多 项 式 . 因此 rim 连续 . 

GL(n) 的 成 员 是 M 内 的 可 逆 和 矩阵 . 如 果 给 GL(n) 以 从 M 诱导 的 子 空间 拓扑 ， 
则 从 上 面 立刻 知道 矩阵 乘积 
GL(n) x GL(n) — GL(n) 
连续 . 镜 下 只 需 证 明 求 逆 映 射 i: GL(n) 一 GL(n) 也 是 连续 的 . 用 同样 的 技巧 来 
进行 : 
i:GL(n) —» GL(n) CE x:…xE 

为 连续 , 当 且 仅 当 所 有 的 复合 映射 


Ctn) — ol) Rl, le hn 
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为 连续 . ,与 i 的 复合 将 任意 矩阵 4 映 为 4 的 第 关 个 元 素 , 即 
jiA x (4 的 第 右 个 余 因 子 ). 


我 们 知道 4 的 行列 式 以 及 A 的 余 因 子 都 是 4 内 元 素 的 多 项 式 . 由 于 det4 在 
GL(n) 上 不 等 于 零 , 复 合 映射 msi 为 连续 . 这 就 完成 了 GL(m) 为 拓扑 群 的 证 明 . 

顺便 提 一 下 ,GL(n) 是 行列 式 映射 det : M ~*R 之 下 ,全 体 非 0 实数 的 原 象 . 因 
此 ,GL(n) 不 紧 致 ( 它 是 M 内 的 开 集 ) ,并 且 也 不 连通 (行列 式 为 正 的 与 行列 式 为 负 
的 矩阵 划分 CL(n) 为 两 个 互 不 相交 的 非 空 开 集 ). GL(n) 有 多 少 个 连通 分 支 ? 

(4.13) 定理 O(n) 与 SO(n) 为 紧 致 

证 明 0(n) 由 GL(n) 中 所 有 经 过 转 置 就 等 于 求 逆 的 那 种 矩阵 组 成 . 代数 上 ， 
它 是 GL(n) 的 子 群 . 给 它 以 子 空间 拓扑 . 为 了 要 说 明 0(n) 紧 致 ,我 们 证 明 当 M 等 
同 于 E” 时 , 它 相 应 于 E” 的 一 个 有 界 闭 子 集 . 

设 4e0(n). 由 于 44' =1, 我 们 有 


Se =6x, ll <i, ke<n. 
j=1 
对 于 i,k 的 任意 一 组 选择 ,定义 映射 f:M 一 E' 为 
fa(A) = 之 on: 


则 0(n) 为 下 列 各 集合 的 交集 
fi (0), 1<i,k<n, izk, 
fi (1), 1<is<n. 


则 作为 有 限 多 个 闭 集 的 交集 ,0(n) 是 M 的 闭 集 . 
至 于 0(n) 的 有 界 性 ,只 需 注 意 条 件 


2 ayas 芝 业 
这 蕴含 任意 正 交 和 矩阵 4 的 元 素 满足 |a; | <1. 这 就 证 明了 0(n) 紧 致 . 
SO(n) 是 0(n) 的 闭 集 ,所 以 也 紧 致 . 
注意 50(2) 避 5S',S0(3) 宕 P ,这 里 兰 指 的 是 拓扑 群 的 同 构 . 将 表示 平面 旋转 
的 矩阵 
I 0 一 | 
sing cos0 
对 应 于 的 点 e “就 得 到 第 一 个 同 构 . 为 了 看 出 第 二 个 同 构 , 将 8 看 作 由 范 数 等 
于 1 的 四 元 数 全 体 组 成 ,并 注意 ,在 再 内 关于 一 个 非 零 四 元 数 作 共 力 , 总 是 诱导 了 由 
纯 四 元 数 所 组 成 的 三 维 子 空间 的 一 个 旋转 . 这 就 定义 了 一 个 映射 耳 - {0}-*S0(3) , 事 
实 上 是 一 个 连续 满 同 态 (检验 这 句 话 !). 它 的 核 是 R - {0}. 将 这 个 映射 限制 在 5 
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上 给 出 从 8 到 5S0(3) 的 一 个 连续 满 同 态 , 核 为 {1, -1}. 傍 系 SA{1, -1 所 构成 
的 集合 ,配备 以 粘 合 拓扑 ,当然 是 已 ,从 而 有 一 个 连续 的 同 构 P 一 S0(3). 由 于 PP 
紧 致 ,而 50(3) 为 Hausdorff, 该 映射 是 个 同 胚 . 


习 题 


13. 证 明 两 个 拓扑 群 的 乘积 是 拓扑 群 . 

14. 设 6 为 拓扑 群 . 若 刀 为 6 的 子 群 ,证 明 它 的 闭 包 也 是 子 群 ,并 且 若 五 为 正规 子 群 , 则 H 也 是 . 

15. 设 6 为 紧 致 Hausdorff 空间 ,并 具有 群 的 结构 . 证 明 若 乘 积 映射 m : Gx G 一 6 为 连续 , 则 C 为 
拓扑 群 . 

16. 证 明 0(n) 同 胚 于 SO(n) x2. 作为 拓扑 群 , 二 者 是 否 同 构 ? 

17. 设 4,B 为 某 个 拓扑 群 的 紧 致 子 集 . 证 明 集合 4B = {ab | a e 4,5be B} 紧 致 

18. 若 0 为 拓扑 群 单位 元 素 。 的 任意 邻 域 ,证 明 存在 e 的 邻 域 ,满足 YY- EU. 

19. 设 昌 为 拓扑 群 6 的 高 散 子 群 ( 即 昌 为 子 群 ,并 且 当 给 以 子 空间 拓扑 时 是 离散 空间 ). 找 出 。 在 
G 内 的 一 个 邻 域 ,使 得 平移 hN =L(N) ,he 昌 , 均 互 不 相交 . 

20. 若 C 为 拓扑 群 6 的 紧 致 子 集 ,五 为 6 的 离散 子 群 ,证 明 HNC 为 有 限 集 . 

21. 证 明 R 的 任何 非 平庸 离散 子 群 是 无 穷 循 环 群 . 

22. 证 明 圆周 的 任何 非 平庸 离散 子 群 是 有 限 循环 群 . 

23. 设 4,Be0(2) ,并 且 det4 = +1,detB= -1. 证 明 B?=1,BAB""=A. 
由 此 导出 0(2) 的 离散 子 群 或 为 循环 群 ,或 为 二 面体 群 . 

24. 若 7 为 拓扑 群 R 的 一 个 自 同 构 ( 即 了 是 一 个 同 胚 ,同时 又 是 群 同 构 ) ,证 明 对 于 任何 有 理 数 7， 
有 T(r) =r7(1). 由 此 导出 ,对 于 任何 实数 x, 有 T(x) =xT(1) ,从 而 得 知 R 的 自 同 构 群 同 构 
于 RxZ,. 

25. 证 明 圆周 的 自 同 构 群 同 构 于 2 
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无 穷 循 环 群 Z 可 以 自然 地 看 作 由 实数 轴 的 同 胚 所 构成 的 群 . 每 个 整数 meZ 
确定 了 实数 轴 的 平移 xx + 

如 果 考 虑 矩阵 群 0(n) , 则 每 个 矩阵 确定 n 维 欧 氏 空间 的 一 个 线性 变换 . 由 于 
0(n) 的 元 素 为 可 逆 , 并 且 由 于 正 交 变换 保持 欧 氏 度量 (从 而 将 单位 向 量变 为 单位 
向 量 ) ,每 个 正 交 变换 确定 了 单位 球面 9" 到 自身 的 同 胚 . 正 交 群 在 球面 上 的 这 一 
作用 与 0(n) 和 的 拓扑 是 相 容 的 ,意思 是 说 映射 

O(n) xS 一 3 ， 
(A,x) | 一 4x 

为 连续 . 这 样 ,O(n) 就 如 同一 个 由 自 同 胚 所 构成 的 群 而 “作用 ”在 8 上. 

如 果 给 ZZ 以 它 的 自然 拓扑 (由 RR 诱导 出 的 离散 拓扑 ) , 则 这 两 个 例子 可 以 纳入 
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下 面 的 一 般 概括 . 

{4.14) 定义 ”我 们 说 拓扑 群 C 如 一 个 同 胚 群 作用 于 空间 不 ,假如 G 的 每 个 元 
素 诱导 了 空间 钱 的 一 个 同 胚 ,满足 下 列 的 条 件 : 

(a) 对 一 切 g,heG,xeX,he(x) =h(g(x))®,; 

(b) 对 一 切 xeX,e(x) =x, 其 中 e 是 6 的 单位 元 素 ; 

(c) 由 (g,x) Pg(x) 定 义 的 映射 GxX 一 连续. 

若 x 为 空间 于 的 一 点 , 则 对 于 每 个 gs C, 相 应 的 同 胚 或 者 使 * 不 动 ,或 者 把 x 
映 为 男 一 点 g(x). 当 g 在 6 内 变动 时 ,g(x%) 构 成 X 的 一 个 子 集 ,叫做 x 的 轨道 ,并 
且 记 作 0(x%). 两 个 轨道 若 相 交 , 则 必定 重合 :关系 x ~y, 当 且 仅 当 有 ge C, 使 得 x 
=g(y) 是 了 上 的 一 个 等 价 关 系 ,由 它 所 确定 的 等 价 类 正好 是 上 面 已 给 的 群 作用 之 
下 的 轨道 . 因此 这 些 轨 道 构 成 了 的 一 个 划分 . 相应 的 粘 合 空间 叫做 轨道 空间 , 记 作 
X/G. 构造 XAG 时 ,“ 除 以 ”"G 的 意思 是 将 天 的 两 点 粘 合 , 当 且 仅 当 它们 相差 某 一 个 
同 胚 xEg (x). 

在 上 面 的 第 一 个 例子 中 ,实数 x 的 轨道 包含 一 切 x+n, 其 中 neZ. 因此 构造 
R/Z 时 , 粘 合 R 的 两 个 点 , 当 且 仅 当 它 们 差 一 个 整数 ,并 且 正 如 4.3 节 所 说 ,得 到 
的 轨道 空间 是 圆周 . 

5” “上 的 正 交 作用 是 所 谓 可 迁 作用 的 一 个 例子 ,就 是 说 ,任何 一 点 的 轨道 为 整 
个 空间 (在 这 个 情形 就 是 整个 8 ). 证 明 不 难 . 设 6 ,e,,…,e, 为 E" 内 的 标准 正 交 
基 . 对 于 任意 的 xe 5"… , 造 男 一 个 标准 正 交 基 , 以 x 为 它 的 第 一 个 向 量 . 若 4 为 这 
一 组 新 的 标准 正 交 基 关 于 ei ,e,,…,e, 的 矩阵 , 则 4 为 正 交 和 矩阵, 并且 4(e ) =x. 
这 就 表明 。 的 轨道 是 整个 5”…. 只 要 是 可 迁 的 作用 ,也 就 是 只 有 独一无二 的 轨道 ， 
当然 轨道 空间 就 只 是 一 个 点 . 

各 种 例子 

1. 取 前 面 的 第 一 个 例子 ,使 它 以 自然 的 方式 自 乘 而 得 到 ZxZ 在 平面 上 的 作 
用 . 一 对 有 序 的 整数 (m,n) eZ xZ 将 点 (x,y) e FE? 变 到 (x+m,y+n). 轨道 空间 
为 两 个 圆周 的 乘积 空间 , 即 环 面 . 这 对 于 几何 地 思考 这 里 的 群 作用 很 有 帮助 . 过 平 
面 上 坐标 为 整数 的 点 作 水 平 直线 与 垂直 直线 ,将 平面 分 成 单位 边 长 的 正方 形 . 群 作 
用 将 是 保持 由 这 些 正方 形 所 构成 图 形 的 同 胚 . 任何 一 个 单独 的 正方 形 内 包含 着 每 
个 轨道 的 点 ,从 而 在 粘 合 映射 

BE? 一 > 了 2[ZxZ -= 了 
之 下 映 满 了 环 面 . 每 个 正方 形 的 边 正好 如 同 通常 制作 环 面 那样 被 y 粘 合 . 


9 群 的 元 素 与 它 所 诱导 的 同 胚 用 同一 个 字母 表示 . 
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2. 我 们 来 看 Z, 在 维 球面 上 的 一 种 作用 ,轨道 空间 将 是 P". Z, 只 有 两 个 元 
素 ". 从 群 作用 的 定义 知道 单位 元 素 所 给 出 的 同 胚 必然 是 恒 等 同 胚 , 至 于 生成 元 


(注意 ,如 果 将 这 个 同 胚 连续 施行 两 次 ,就 得 到 8$" 的 恒 等 同 胚 . ) 这 个 群 作用 的 每 
个 轨道 是 一 对 对 径 点 ,轨道 空间 正 是 我 们 在 4. 2 节 中 所 给 出 的 对 P" 的 描述 之 一 

3. 一 个 群 可 以 以 不 同 的 方式 作用 于 同一 空间 . 这 里 我 们 看 Z, 在 环 面 上 的 三 种 
不 同 的 作用 . 环 面 了 取 作 在 FE? 内 绕 z 轴 旋 转 圆 周 (x -3)2 +z =1 而 得 到 的 曲面 . 
设 g 为 Z, 的 生成 元 ,定义 

(a)g(x,y,z) = (x, -y, -z) ,将 了 关于 x 轴 旋 转角 度 T; 

(b)g(x,y,z) =( -x, -7,z) ,将 了 关于 z 轴 旋转 角度 T; 

(c)g(x,y,z) =( -x, -y, -z) ,了 关 于 原点 作 反 射 . 

这 些 同 胚 中 的 每 一 个 确定 了 Z, 在 了 上 的 作用 . 轨道 空间 分 别 为 球面 . 环 面 与 
Klein 瓶 ,图 4. 3 解释 了 原因 . 在 每 种 情形 下 ,g 都 使 柱 面 C, 与 C, 互相 交换 . 因此 ， 
要 得 到 轨道 空间 ,不 妨 忽略 C, ,只 看 如 何 适当 地 粘 合 C, 的 两 个 边界 圆周 . 


& (a) . 


图 4.3 

4. 知 G6 为 拓扑 群 ,H 为 G 的 子 群 , 则 丈 通 过 左 平移 而 作用 于 C. 万 内 的 元 素 刀 

所 诱导 的 同 胚 是 L; , 即 ， 
h(g) = L(g) = hg, 

并 且 由 于 6 的 乘法 是 连续 的 ,从 属 的 映射 万 x G 一 *G 连续 . 两 个 元 素 8,8 在 间 一 个 
轨道 上 , 当 且 仅 当 8' e Hg. 因此 ,轨道 是 五 在 G 内 的 右 傍 系 . 

在 G6 上 还 有 由 下 列 映 射 给 出 的 “ 右 作用 ” 

HxG—6, 
(h,g) l= Ri(g), 


@ 当 群 是 有 限 群 时 ,我 们 取 离散 拓扑 . 
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其 中 取 岂 的 逆 的 目的 是 使 定义 (4. 14) 的 (a) 成 立 . 这 时 ,轨道 是 五 在 CG 内 的 左 
傍 系 . 
这 两 个 轨道 空间 都 记 作 GLH, 它们 当然 是 同 胚 的 . 
5. 我 们 转 而 考虑 0(n) 在 S"” “上 的 作用 . 注意 , 若 4sO(n) ,并 且 若 4(e ) = 
e, 则 4 形 如 
本 
0 B 


其 中 B 是 正 交 的 . 反之 ,任何 这 种 形状 的 矩阵 使 e, 不 动 . 因此 ,0(n) 内 使 。 不 动 的 
元 素 所 构成 的 子 群 ? 同 构 于 0(n -1). 

定义 映射 :0(n) 一 S" 为 A4) =4(eli). 这 个 映射 连续 ,因为 它 可 写 为 复合 映射 

O(n) — 0(n) x SS"! —S"!, 
AP(A,e) PA(e), 
它 是 满 映射 ,因为 作用 是 可 迁 的 . O(n) 是 紧 致 的 ,S"” 为 Hausdorff, 故 由 系 (4. 4) ,f 为 
粘 合 映射 . 若 xs S ,不 难 验证 广 (*) 恰 好 是 左 傍 系 40(z -1) ,其 中 A e O(n) ,满足 
(ei1) =x 因此 ,0(n) 由 f 诱 导 的 划分 与 相应 于 子 群 0(n -1) 的 左 傍 系 分 解 相 同 . 
由 定理 (4.2) 可 知 0(n)/0(n -1) 同 胚 于 S”'. 由 类 似 的 论证 可 知 
SO(n)/SO(n -1) 关 3 

我 们 用 归纳 法 来 推导 50(n) 连通 . 归纳 的 起 始 是 根据 SO(1 ) 为 一 个 点 . 归纳 
的 每 一 步 推演 用 到 S0(n+1)/SO(n) 关 5"( 回 忆 n 维 球面 , 当 n 宇 1 时 是 连通 的 ) ， 
以 及 下 列 定理 . 

(4.15) 定理 设 G 作 用 于 XX, 并 且 若 C 与 X/G 都 连通 , 则 天 是 连通 的 . 

证 明 设 X 是 两 个 不 相交 非 空 开 集 U 与 V 的 并 集 . 由 于 粘 合 映射 :XX 一 X/G 总 
是 把 开 集 映 为 开 集 ( 习题 29) ,并 且 由 于 X/G 连通 ,zr(U) 与 7(V) 不 能 不 相交 . 若 
7(x) ez(U)Nmz(V), 则 UNO(x) 与 YNO(x) 都 非 空 . 这 两 个 集合 把 轨道 0(x) 
分 解 成 两 个 不 相交 非 空 开 集 的 并 集 . 但 0(x) 是 6 在 一 个 连续 映射 f: G 一 之 下 
的 象 ,这 里 /定义 为 1g) =g(%x). 因此 0(x) 应 是 连通 的 ,这 就 引出 了 矛盾 ! 

6. 设 与 4 为 互 素 的 整数 (它们 本 身 不 一 定 是 素数 ). 把 3 维 球面 看 作 2 维 复 
空间 内 的 单位 球面 , 即 

S = {(z0,2) EC21 zz0 +23 = 1}. 
设 g 为 循环 群 Z, 的 生成 元 ,定义 乙 ,在 $ 上 的 作用 为 
Bg(z0,21) = (eezo ,er™ Pz ). 


当然 ,g 的 作用 一 经 确定 ,g ,g ,… 所 诱导 的 同 胚 就 由 定义 (4. 14) 的 性 质 (a) 完 全 


@ 通常 叫做 e 的 稳定 子 群 ,同一 个 轨道 上 的 点 具有 共 罗 的 稳定 子 群 . 
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确定 了 . 如 果 将 g 重复 p 次 ,就 将 得 到 恒 等 同 胚 . 商 空间 5S/Z, 叫做 透镜 空间 , 记 作 
L(p,q). 以 后 我 们 将 看 到 工 (p,9) 为 3 维 局 部 欧 氏 空间 , 它 的 基本 群 同 构 于 
Z,(L(p,q) 的 男 一 种 描述 可 参见 习题 33). 

7. 到 现在 为 止 ,我 们 所 遇 到 的 绝 大 多 数 轨道 都 是 相当 简单 的 ,或 者 是 离散 集 
合 ,或 者 是 整个 空间 . 为 了 说 明 事 物 可 能 是 更 为 复杂 的 ,我 们 给 出 实数 轴 在 环 面 上 
的 一 种 作用 ,使 得 每 一 个 轨道 是 环 面 上 的 一 个 稠密 的 真子 集 . 将 环 面 等 同 于 S' x 
S ,并 定义 由 实数 + 所 诱导 的 同 胚 为 


(ei* ,E17 )—> Ce tn ，e2miC7+W2) ). 


车 7:E? 一 S' xS! 为 粘 合 映射 
(zy) 一 (ee ), 


则 这 个 作用 的 轨道 其 实 就 是 平面 上 和 斜率 为 V2 的 直线 在 7 之 下 的 象 . 对 我 们 当前 的 
目的 来 说 ,重要 的 事实 是 V2 为 无 理 数 . 注意 7 限制 在 一 条 斜率 为 2 的 直线 上 时 是 
一 对 一 的 ,因为 只 有 当 r-s 与 ry2 -s V2 都 是 整数 时 ,7 才 可 能 将 (x +r,y +r V2) 
与 (x+s,y +sV2) 粘 合 ,但 这 是 不 可 能 的 . 

我 们 来 考查 点 m7(0,0) e 了 的 轨道 . 它 只 
不 过 是 BE 内 过 原点 (或 任何 具有 整数 坐标 的 
点 ) 且 斜率 为 /2 的 直线 在 7 之 下 的 象 . 把 这 条 
直线 叫做 过 记 住 环 面 是 按 通常 方式 粘 合 正方 
形 对 边 而 得 到 的 ,我们 可 以 把 这 条 轨道 在 平面 
上 的 单位 正方 形 (图 4.4) 内 表达 出 来 . 如 果 我 


(0,/2 -1)¢¥-- 


bj 


(0,0) 


们 从 原点 出 发 在 第 一 象限 内 沿 着 工 而 行 , 则 将 rR 
保持 在 单位 正方 形 内 直到 点 (1/y2,1). 此 点 与 
(1M5,0) 在 环 面 上 表示 同一 点 ,我 们 继续 沿 着 图 4.4 


斜率 为 V2 的 轨道 从 (1/M2,0) 到 (1,v2 -1). 然后 跳 到 (0,v2 -1) (在 正方 形 里 跳 ， 
虽然 在 环 面 上 并 不 会 跳 !) ,并 继续 沿 着 斜率 为 2 的 直线 前 进 ,等 等 . 

这 条 轨道 将 在 环 面 上 越 缠 越 密 ,几乎 填 满 整个 环 面 ,但 也 还 不 能 完全 填 满 . 我 
们 留 给 读者 自己 去 验证 上 述 的 轨道 是 环 面 了 的 稠密 真子 集 . 

R 在 了 上 的 这 一 作用 叫做 环 面 上 的 一 个 “无 理 流 ”, 轨 道 叫做 “ 流 线 ”， 

8. 最 后 来 阐述 一 类 有 趣 的 平面 等 距 变换 群 . 所 要 考虑 的 群 ,都 使 由 某 些 凸 多 边 
形 所 构成 的 模型 保持 不 变 ,这 些 凸 多 边 形 是 互相 合同 的 ,并 且 填 满 整 个 平面 (也 就 
是 说 , 群 的 元 素 是 模型 的 对 称 变换 ). 在 图 4. 5 中 列举 了 三 个 例子 ,每 个 情形 给 出 
了 群 的 一 组 生成 元 . 一 个 平移 将 按 其 大 小 与 方向 用 第 头 “ 一 "表示. 半 箭 头 “ 一 ” 表 
示 一 个 滑动 反射 , 即 先 关于 箭头 所 在 直线 作 反射 ,接着 按 箭头 指示 的 大 小 与 方向 作 
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平移 . 关于 线段 中 点 旋转 180° 叫 做 一 个 回转 ,用 右 图 表示 . 


(a) 生 成 元 :两 个 平移 (b) 生 成 元 :三 个 回转 (c) 生 成 元 :两 个 平行 滑动 反射 
轨道 空间 : 环 面 轨道 空间 :球面 轨道 空间 :Klein 并 
图 4.5 


每 个 图 上 的 阴影 部 分 是 所 谓 群 的 基本 区 域 ,就 是 说 , 它 在 群 的 所 有 元 素 之 下 的 
象 填 满 整个 平面 ,并 且 如 果 有 两 个 这 样 的 象 相交 , 则 只 在 边界 上 有 交点 . 因此 ,基本 
区 域 的 任何 两 个 内 点 都 不 至 于 被 群 内 的 元 素 粘 合 . 当然 ,基本 区 域 可 以 有 多 种 不 同 
的 选择 ,形状 也 并 非 唯 一 的 . 

这 三 个 群 同属 于 下 面 要 描述 的 一 个 家 族 . 考虑 平 面 上 所 有 的 等 距 变 换 所 构成 
的 群 ;假定 读者 知道 平面 上 的 等 距 变换 可 以 表示 成 有 序 元 素 对 (6,v) ,其 中 0e 
0(2) ,ve E*. 因此 ,69 或 是 围绕 原点 的 旋转 ,或 是 关于 某 过 原点 直线 的 反射 ， 而 v 
的 作用 是 一 个 平移 . 这 个 等 距 变 换 在 了 2 上 的 作用 为 

(0,v)(x) = 0(x) +v, 
而 群 的 乘法 为 
(0,v)($,wm) = (6p,0(w) +v). 
给 这 个 等 距 变换 群 以 乘积 空间 0(2) x E? 的 拓扑 ,并 且 称 所 得 的 拓扑 群 为 欧 氏 群 
E(2)( 注 意 , 虽 然 E(2) 具 有 空间 0(2) 与 EE 的 乘积 拓扑 ,但 群 结构 却 不 是 乘积 结 
构 ,而 是 0(2) 与 EF 的 半 直 乘积 ). 

若 C 为 到 (2) 的 离散 子 群 ,也 就 是 说 ,从 五 2) 诱导 来 的 拓扑 使 G 成 为 离散 空 
间 ,并 且 若 轨道 空间 E?/G 紧 致 , 则 G 叫做 平面 结晶 体 群 . 

我 们 的 三 个 例子 都 相当 清楚 地 表明 这 些 条 件 满 足 ， 而 且 轨 道 空 间 分 别 为 环 面 、 
球面 与 Klein 瓶 (在 每 个 情形 取 一 个 基本 区 域 ,并 确定 为 了 要 形成 EV/G 需要 对 它 
的 边界 作 怎 样 的 粘 合 ). 

若 C 为 平面 结晶 体 群 ,并 且 设 p 为 平面 上 不 被 C 的 任何 非 单位 元 素 保 持 不 动 
的 点 , 则 

{xeFE | |x-p| < lx-g(p) | 对 一 切 g es CG} 
是 一 个 凸 多 边 形 , 它 正 是 6 的 一 个 基本 区 域 ， 由 此 ,在 平面 上 给 出 一 种 图 案 . 使 这 
一 图 案 不 变 的 对 称 变换 全 体 构成 一 个 群 以 G 为 子 群 ,并 且 C 在 这 个 群 内 的 指数 为 
有 限 . EE/G 的 紧 致 性 保证 了 这 个 基本 区 域 的 有 界 性 . 
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平面 结晶 体 群 可 以 分 类 ,分 为 17 个 不 同 的 同 构 类 @ 高 维 的 结晶 体 群 按 同类 的 
方式 定义 ,对 每 个 维 数 而 言 , 同 构 类 总 是 有 限 的 @ 


习 题 


26. 给 出 忆 在 也 x[0,1] 上 的 一 种 作用 ,使 得 轨道 空间 为 Mibius 带 . 

27. 找 出 ZZ 在 环 面 上 的 一 种 作用 以 圆柱 面 为 轨道 空间 . 

28. 描述 50(n) 在 E 上 作为 线性 变换 而 自然 地 作用 ,并 求 定 轨道 空间 . 

29. 车:X 一 X/G 为 自然 粘 合 映射, 并且 若 0 为 的 开 集 ,证 明 7-!' (7(0) ) 为 集合 g(0),geG 
的 并 集 . 由 此 ,导出 7 映 开 集 为 开 集 . r 是 否 总 是 将 闭 集 映 为 闭 集 ? 

30. 说 明 即 使 为 Hausdorff,X/G 未 必 是 . 若 X 为 紧 致 拓扑 群 ,6 为 闭 子 群 按 左 平移 而 作用 于 久 ， 
证 明 X/G 为 Hausdorff. 

31. 一 点 x eX 的 稳定 群 ,是 指 G 内 所 有 满足 g(x) =x 的 元 素 g 所 构成 的 集合 . 证 明 任 何 一 点 的 稳 
定 群 是 6 的 闭 子 群 ,并 且 属 于 同一 轨道 的 元 素 有 共 思 的 稳定 群 . 

32. 若 6 紧 致 ,为 Hausdorff, 并 且 G 可 迁 地 作用 于 大 证 明 X 间 胚 于 轨道 空间 G/(x% 的 稳定 群 ) ,% 
e 针 任意 . 

33. 设 p,q 为 两 个 整数 ,它们 的 最 大 公约 数 为 1. 设 P 为 平面 bo 
上 的 一 个 正 多 边 形 区 域 ,重心 在 原点 ,顶点 为 co ,a, ,…， 
06-1;, 设 XX 为 EB 内 的 对 顶 棱锥 体 , 由 联结 尸 的 点 到 点 名 
=(〈《0,0,1) 与 2 =(0,0, -1) 的 线段 构成 ( 见 图 4.6). 对 
于 每 个 :=0,1,…,p -1, 粘 合 具有 顶点 wa ,6b 的 三 角 2 
形 与 具有 顶点 wy ,ay 的 三 角形 ,使 得 a, 粘 合 于 
QirqsQin 烙 合 于 Qi,,641 ,bo 粘 合 于 b,( 下 标 i+1,i+g,i+tg 
+1 当然 是 以 modp 看 待 的 ). 证 明 所 得 的 空间 同 胚 于 透 
镜 空间 L(p,g). : 

34. 证 明 L(2,1) 同 胚 于 P'. 车 p 整除 g-g', 证 明 L(p,gq) 同 图 4.6 
肛 于 L(p,g'). 


加 见 再 . S. M. Coxeter, Introduction to Geometry, Wiley,1961. R. L. E. Schwarzenberger,“ The 17 Plane Symme- 
try Groups,” Mathematical Cazette,1974. 
@ 这 是 一 个 Hilbert 问题 ,由 Bieberbach 于 1911 年 解决 . 


第 5 章 基 本 和 群 


One a dit souvent que la géométrie east l'art de bien raisonner sur les figures mal 
Jaites.( 我们 经 常 说 几何 是 图 形 上 的 推理 艺术 . ) 
H. Poincaré 


5.1 同 伦 映射 


在 第 1 章 末 曾 简略 地 提 到 怎样 着 手 定 义 基 本 群 . 回顾 一 下 ,那里 的 想法 是 从 空 
间 的 某 些 环 道 集合 造 出 一 个 群 来 ,这 些 环 道 以 空间 的 某 个 特定 的 点 (通常 称 为 基 
点 ) 为 共同 的 起 点 和 终点 . 
所 谓 空间 X 内 的 一 个 环 道 是 指 一 个 满足 w(0) =a(1) 的 连续 映射 w:/ 一 2， 
并 且说 环 道 a 是 以 a(0) 为 基点 的 . 若 a 与 8 是 以 X 的 同一 点 为 基点 的 两 个 环 道 ， 
定义 乘积 a: B 为 由 下 列 公式 所 给 出 的 环 道 
Qa(2s), 0O<;s 
a*B(s) = 
B(2s - 1), 7 <ss1. 


注意 w' B 连续 ,把 [0,1/2] 映 满 a 在 XX 内 的 象 ,把 [1/2,1] 映 满 8 的 象 . 

遗憾 的 是 ,这 个 乘法 并 不 能 在 基于 某 点 的 环 道 集合 上 给 出 群 结构 ,容易 看 出 这 
种 乘法 甚至 不 满足 结合 律 . 为 解决 这 个 问题 从 而 使 得 能 得 到 一 个 群 ,我 们 让 两 个 环 
道 等 同 ,假如 其 中 的 一 个 可 以 连续 形变 为 第 二 个 ,并 且 在 形变 的 过 程 中 ,基点 始终 
保持 不 变 . 本 节 的 目的 就 是 要 恰当 地 阐明 我 们 所 说 的 连续 形变 是 什么 意思 . 

我 们 将 要 在 一 个 更 广 的 基础 上 进行 讨论 :车 f,g :XY 为 连续 映射 ,考虑 连续 
地 把 f 形 变 到 g 是 什么 意思 . 这 样 一 个 连续 形变 叫做 一 个 同 伦 . 直观 地 说 ,我 们 希 
望 有 一 族 从 X 到 了 的 连续 映射 | 有 1 ,对 于 每 个 :+e [0,1], 有 一 个 点 使 得 = 了， 
及 =g, 并 且 当 it 在 0 与 1 之 间 变 动 时 , f 按 一 种 连续 的 方式 变动 . 要 抓 住 这 个 连续 
变动 的 概念 ,我 们 利用 乘积 空间 Xx7, 并 注意 ,如 果 一 个 连续 映射 .XxI-7Y 为 已 
知 时 , 令 f(x) =F(x,t) , 则 得 到 一 族 {f}. 

(5.1) 定义 设 f,g:X—Y 为 连续 映射 ,车 存在 连续 映射 下 .XxI-> 了 ,使 得 


@ 在 第 1 章 , 环 道 是 从 圆周 到 XX 的 一 个 连续 映射 . 这 里 稍 作 改 动 . 
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F(x,0) = f(x), F(x,1) = g(x%) 
对 一 切 xe 半 成 立 , 则 称 f 同 伦 于 g. 

连续 映射 叫做 从 f 到 g 的 同 伦 ,或 伦 移 , 记 作 f=g. 如 果 f 与 g 在 XX 的 某 个 
子 集 4 上 相同 ,我们 有 时 希望 在 形变 /到 g 的 过 程 中 , f 在 4 上 的 值 始终 不 变 . 在 
这 个 情形 ,就 是 要 求 从 /到 g 的 同 伦 正 还 满足 添加 的 条 件 

F(a,t) = f(a), 对 一 切 ae AhA,tel. 
如 果 这 样 的 同 伦 存 在 ,我 们 就 说 相对 于 4,f 同 伦 于 g ,写作 /一 sgrel4， 

设 a,B:/X 是 两 个 以 p eX 为 基点 的 环 道 . 要 求 a 可 以 保持 基点 不 动 而 连续 
形变 到 B, 和 要 求 a 相对 于 了 的 子 集 {0,1| 而 同 伦 于 B 是 同一 回 事 . 从 a 到 
Brel 10 ,1 的 一 个 同 伦 , 按 定 义 是 一 个 从 TxI 到 了 的 连续 映射 下 , 它 把 正方 形 的 底 
按 a 映 过 去 , 顶 按 B 映 过 去 ,而 把 两 条 垂直 边 映 为 基点 p. 最 后 一 点 正好 表示 下 限 
制 在 任何 一 条 水 平 线段 1x 1:| 上 将 给 出 以 p 为 基点 的 一 条 环 道 :将 这 条 线段 从 正 
方形 底部 滑动 到 顶部 就 给 出 一 个 连续 族 环 道 ,从 a 开始 ,终止 于 B. 图 5.1 显示 了 
环 面 上 两 条 环 道 的 情形 . 当然 这 是 一 个 十 分 简单 化 的 图 :实际 上 环 道 w 与 B 可 以 自 
已 相交 (或 互相 交叉 ) ,而 7Zx7 在 环 面 上 的 象 可 以 是 极为 复杂 的 . 


映 到 p 


同 伦 的 例子 

1. 设 C 为 欧 氏 空间 内 的 凸 集 ，f,g:XC 为 连续 映射 ,其 中 是 任意 拓扑 空 
间 . 对 于 的 任意 点 x, 连接 儿 (x) 与 g(x) 的 线段 包含 在 C 内 ,我 们 可 以 让 f 沿 着 这 
些 直线 段 滑 动 而 定义 从 f 到 g 的 一 个 同 伦 . 确切 地 说 ,定义 :Xx/C 为 

F(x,t) = (1 -it)f(x) + ig(x). 

注意 ,车 f 与 g 在 的 某 一 子 集 4 上 相同 , 则 这 个 同 伦 是 一 个 相对 于 4 的 同 伦 . 同 
伦 F 叫做 一 个 直线 同 伦 . 

2. 设 f,g:X 一 S" 为 连续 映射 ,并 且 对 一 切 xe 针 ，f(x) 与 g(x%) 永 不 为 对 径 点 
( 即 一 条 直径 的 两 个 端点 ). 取 5" 为 五 ”的 单位 球面 ,并 且 把 几 g 看 作 映 入 E”""' 的 
映射 , 则 我 们 有 一 个 从 f 到 g 的 直线 同 伦 . 由 于 f(x) 与 g(x) 不 是 对 径 点 ,它们 的 连 
接线 段 不 通过 原点 . 因此 ,我 们 可 以 定义 :XxI->5" 为 


1) 2 1-0f(x) +ig(x) 
F(x,t) | (1-2)f(x) +itg(x) 用 


这 个 映射 是 从 /到 g 的 同 伦 . 
3. 设 5 为 复 平面 上 的 单位 圆周 ,考虑 S' 上 的 环 道 a,B( 都 以 点 1 为 基点 )， 


exp{4mis}, 0ss< 于 
a(s) = exp{f4mi(2s — 1)}, 


exp{8ni(1 - s)}, 

B(s) = exp {2mis}， 0O<s<1. 
儿 何 地 看 ,a 使 线段 [0,1/2],[1/2,3/4],[3/4,1] 中 的 每 一 个 绕 5 一 周 , 前 两 个 
是 逆 时 针 方向 ,第 三 个 是 顺 时 针 方向 . 环 道 B 只 是 使 整个 线段 [0,1] 按 道 时 针 方 向 


绕 5 一 周 ( 图 5.2). 
人 1 
0 1/2 3/4 1 
0 1 


图 5.2 


我 们 可 以 按 下 式 定义 一 个 相对 于 10,1| 的 从 a 到 8p 的 同 伦 下 ,连续 性 由 焊接 引 
理 (4.6) 保 证 : 


4mis 过 
exp{ 2 }, 0<s< 7， 
Fl 2 | t+3 
$s,1) = $exp {47i(2s -~ 1 -1)}, 7 <s< 4 ， 
t+3 
exp {8mi(1 — s)}, 4 <s <1l 


图 5. 3 显示 了 这 个 同 伦 . 其 中 表达 了 严 在 正方 形 7x7 上 的 实况 ,以 及 进行 到 正中 
间 阶 段 的 同 伦 sF>*F(s,1Z2). 
(5.2) 引 理 在 从 站 到 了 的 全 体 连 续 映 射 的 集合 上 ,关系 “ 同 伦 " 是 一 个 等 价 
证 明 设 f,g,h 为 从 X 到 了 的 连续 映射 对 于 任何 f, 总 有 f=/， 这 里 F(x,t) = 
记 *) ,因此 ,关系 是 自 反 的 . 知 斌 8, 则 8=/ 这 里 
G(x,t) = F(x,l1 -1), 
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即 给 出 关系 的 对 称 性 . 最 后 ,车 fg,g ~h, 则 /~h, 这 里 如 定义 为 


F(x,2i), 0 < 基本 ， 
H(x,t) = 
G(x,2t 一 1)， < < 1， 
因此 ,关系 是 可 迁 的 . 
绕 圆 一 周 顺 时 针 方 向 绕 回 到 1 
( 逆 时 针 方向 ) 
逆 时 针 方向 绕 到 
人 exp{2ri(1- 人 0 
1 
Ts 2 4 
§ Fe hb @> 正中 间 阶 段 
上 六 一 一 一 -一 
0 1 
4 :下 时 的 情况 


图 5.3 


(5.3) 引 理 在 从 XX 到 了 ,并 且 在 X 的 子 集 4 上 相同 的 连续 映射 全 体 所 成 的 
集合 上 ,关系 “相对 于 针 的 子 集 4 同 伦 ” 是 一 个 等 价 关系 . 

证 明 ”如果 所 涉及 的 映射 都 在 4 上 相同 , 则 前 面 所 定义 的 同 伦 都 是 相对 于 4 
的 同 伦 . 

(5.4) 引 理 同 伦 映射 的 复合 仍然 是 互相 同 伦 的 . 

证 明 设 有 连续 映射 


js h 
党 se 
SS 
S 
痢 / 守 grel4 , 则 人 perel4( 作 为 从 开 到 2 的 映射 ). 
又 若 已 给 连续 映射 
8 
f Do 


XA y Z 


车 对 于 Y 的 子 集 有 g 二 hrel8, 则 通过 同 伦 
F(x,t) = G(f(%) ,t) 
有 gf 守 hfrelf”B. 


习 题 


工 设 C 为 平面 上 的 单位 圆周 . 车 f:C->C 是 一 个 不 同 伦 于 恒 等 映 射 的 连续 映射 . 证 明 有 xe C 使 得 f(x) 
2.C 如 前 题 ,证 明 将 C 的 每 点 映 为 对 径 点 的 连续 映射 同 伦 于 恒 等 映 射 (以 后 将 知道 5" 的 对 径 映 
射 同 伦 于 恒 等 映 射 , 当 且 仅 当 m 为 奇数 ). 
3. 设 忆 为 以 C 为 边界 的 圆 盘 . 用 极 坐 标 使 D 参数 化 ,并 且 令 h:D-D 为 按 下 式 定义 的 同 胚 ; 
h(0) = 0, h(r,8) = (r,0 +2mr). 
求 出 一 个 从 到 恒 等 映 射 的 同 伦 ,使 得 映射 
FIDxIil:Dxi{ti—D, O<iti<!l 

都 是 同 胚 . 
.证 明 习 题 3 中 的 疡 相对 于 C 同 伦 于 恒 等 映 射 . 
. 设 连续 映射 /:X 一 5" 不 是 满 映射 . 证 明 / 零 伦 , 即 f 同 伦 于 一 个 把 X 映 为 5" 内 唯一 一 点 的 

映射 . 
6. 如 同 习 惯用 法 ,以 CY 表示 Y 上 的 锥 形 . 证 明 任 意 两 个 连续 映射 f,g:X_>CY 同 伦 . 
证 明 从 XX 到 了 的 一 个 连续 映射 为 零 伦 , 当 且 仅 当 它 可 以 扩张 为 一 个 从 闭 上 的 锥 形 到 Y 的 
映射 . 
. 令 4 表示 平面 上 的 环形 域 |(r,9) 11<r<2,0<0<2m| ,并 且 设 hh 是 4 的 同 胚 ,由 

h(r,0) = (r,0 +27(r -1)) 
定义 . 证 明 同 伦 于 恒 等 映 射 . 设法 使 自己 相信 ,不 可 能 找到 一 个 相对 于 4 的 两 个 边界 圆周 的 
同 伦 从 疡 到 恒 等 映射 (关于 这 个 问题 的 精确 解 , 见 习题 23 ). 


tn 全 


be 


名 
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设 半 为 拓扑 空间 . 选取 一 点 p eX 作为 基点 而 考虑 了 内 以 p 为 基点 的 环 道 全 
体 . 在 5.1 节 我 们 看 到 相对 于 10,1| 的 同 伦 是 这 个 集合 上 的 一 个 等 价 关系 . 我 们 称 
这 些 等 价 类 为 同 伦 类 , 环 道 a 的 同 伦 类 记 作 《ay》. 

环 道 的 乘积 诱导 了 同 伦 类 的 乘积 : 

a) * (8B) = 〈a B). 
当然 我 们 必须 验证 这 样 的 定义 是 有 意义 的 . 若 
Ce 去 Qarel{0,1}, pB’ Brel{0,1| 5 
则 
a .BpB’ Fa * Brel{0,1}, 

这 里 
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F(2s,t), 0O<s< 
H(s,t) = 
G(2s -1,), 


这 里 还 是 求助 于 焊接 引 理 来 验证 太 的 连续 性 ). 因此 ， 
a’) * (8B’) = (a) . (8). 

(5.5) 定 理 多 内 以 p 为 基点 的 环 道 同 伦 类 的 全 体 在 乘积 

《ay (6B) =(a B) 之 下 构成 一 个 群 . 

证 明 首先 验证 乘法 是 可 结合 的 ,就 是 说 

Ca*B):(y) = (ay (By) 

对 于 任意 三 个 以 为 基点 的 环 道成 立 . 为 此 ,必须 证 明 (a “B) yy 相对 于 10,11 而 
同 伦 于 a (8 7). 不 难 验证 ,(a 86) . y 等 于 复合 映射 (a . (8 .7y)) sy 其 中 
是 按 下 式 定 义 的 从 7 到 了 的 连续 映射 


一 


1 

2s,， 0<s<, 

f(s) = + 二， 于 <s< 才 ， 
+， 廊 <s<1 


由 于 /是 凸 集 ,并 且 f(0) =0,f(1) = 1, 有 直线 同 伦 相对 于 10,1} 从 /到 人 恒 等 映射 
1. 由 引 理 (5.4) 得 
(a*B):y= (ac (B.y))°ef 
~ (ga: (By)).。 lrell0,1! 


=a* (BB.:Y). 
通常 ,用 图 表 来 表示 以 上 的 变化 比 用 公式 更 一 目 了 然 (图 5.4)， 
单位 元 素 由 点 p 处 常 值 环 道 。 的 同 伦 类 (eB)yY 
担任 ,e 的 定义 是 e(s) =p,0<s<1. 可 以 用 类 mr 
似 于 上 一 段 的 论证 来 验证 (e》: (a) =《(ao) 以 jy/; AAA : 下 
及 Ca) .《e)》=《a) 对 任意 以 p 为 基点 的 环 道 “1 1 
成 立 . 考虑 第 一 个 . 需要 找 一 个 相对 于 {0,1|} 5 cm 
的 同 伦 从 ea 到 a. 但 e. a 是 复合 映射 a。/， 图 5.4 
这 里 /:[/ 定义 为 
0 ， 0 到 < 到 
f(s) = 
25 -1 7 <s<1l 
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因此 
era=a°f~Qao° lrell0,l} = oa 
至 于 (gq).*《e》= 《a) 的 验证 ,就 留 给 读者 自己 去 完成 . 
最 后 ,我 们 定义 同 伦 类 (ay 的 逆 为 (w ,这 里 
ar(s) =a(l -s), O<s<1. 
(因此 ,a”' 正 是 “方向 反 过 来 的 ”a. ) 逆 的 定义 是 有 意义 的 ,因为 若 
a F Brel{0,1| > 
则 
a! ~B rell0,1| > 


其 中 G(s,t) =F(1 -s,t). 为 了 证 明 


(a) . (a ) = (e), 
注意 we qa” =a。f, 这 里 f:// 定义 为 
25 ， 0 到 》 < 过， 
f(s) = i 
2 -2s, 7 #5 1 


由 于 人 0) =f(1) =0, 于 是 有 f~grell0,11 ,其 中 g(s) =0,0<s<1. 因此 
aa =a。f~ae grel{0,1} = e. 
证 明 (ac…》' 《a)》=《e) 也 类 似 ,这 就 完全 证 明了 定理 (5. 5). 

由 于 十 分 倚重 于 这 样 一 个 事实 , 即 任意 两 个 在 0 与 1 相同 的 把 单位 区 间 映 到 
自己 的 映射 ,必定 相对 于 10 ,11 同 伦 , 使 我 们 得 以 给 出 定理 (5. 5 ) 的 一 个 较为 轻松 
的 证 明 . 人 们 当然 可 以 耐心 且 赤 手 空 拳 地 直接 构造 出 必需 的 同 伦 ( 如 同 5. 1 节 的 
例 3) ,我 们 建议 读者 自己 去 试 试看 . 

在 定理 (5.5) 中 所 造 出 的 群 ,叫做 天 基于 点 疡 的 基本 群 , 记 作 ri (X,p). 由 于 
以 p 为 基点 的 任何 环 道 必然 落 在 和 的 含有 p 点 的 道路 连通 分 支 内 ,我 们 将 限于 考 
虑 道路 连通 空间 . 有 了 这 个 限制 ,我 们 将 看 到 ,基本 群 ( 除 同 构 以 外 ) 就 与 基点 的 选 
择 无 关 , 可 以 直接 说 道路 连通 空间 的 基本 群 ,并 且 用 记号 (XX) 人. 

(5.6) 定理 若 针 为 道路 连通 的 , 则 对 于 任何 两 点 p,qg e 针 ,771( 针 ,Pp) 同 构 
于 mi(X,g). 

开始 证 明之 前 , 先 注意 在 空间 内 两 条 道路 y,o ,如 果 满 足 y(1) =o(0), 则 根 
据 乘积 公式 


@ 记 作 ml 是 由 于 它 是 一 系列 群 ri (X) ,m7，(X) ,… 当 中 的 第 一 个 . 这 些 群 叫做 瑟 的 同 伦 群 . 
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7 "ca(s) = 
o(2s -1), 


可 以 得 到 一 条 新 的 道路 y: co. 正如 对 于 环 道 的 情形 ,可 以 验证 下 列 事实 . 

(a) 若 y 二 y'rel10,1} ,go 二 g'rel10,1) , 则 

yo=Y'.o'rell0,!1i}. 
(b) 若 y,o ,6 为 任意 三 条 道路 ,满足 
y(1) = o(0), oco(1) = 8(0), 

则 有 (y,o) .5=y… (ogo .56)rell0,11. 

(c) 若 道路 7 ”定义 为 y…(s*) =y(1-s*), 则 yy” 相对 于 10,1| 同 伦 于 在 
Y(0) 处 的 常 值 道 路 ;类 似 地 ,yy 同 伦 于 7y(1) 处 的 常 值 道路 . 

定理 (5.6) 的 证 明 选取 一 条 道路 y, 以 p 为 起 点 ,q 为 终点 (这 样 一 条 道路 一 
定 存在 ,因为 X 是 道路 连通 的 ). 车 a 是 一 条 基于 p 的 环 道 , 则 (y- .a) .yy 是 一 
条 基于 9 的 环 道 ,于 是 我 们 定义 


mi(X,p) — > nm,(X,g), 
(a) Ply ay》 
利用 上 面 的 (a) ,(b) ,(c) ,不 难 验证 y, 的 定义 是 有 意义 的 , 它 是 一 个 同 态 ,并 且 具 
有 逆 同 态 (y… ) ,. 因此 ,y, 是 一 个 同 构 . 
现在 我 们 对 于 每 个 道路 连通 拓扑 空间 对 应 了 一 个 群 . 更 进一步 地 ,对 于 两 个 空 
间 之 间 的 连续 映射 可 以 对 应 以 相应 的 群 之 间 的 一 个 同 态 . 这 个 同 态 的 构造 很 自然 ， 
而 且 是 很 富 于 几何 直观 的 . 设 f:X 一 Y 连续 , 设 p 为 在 蕊 内 选 定 的 基点 ,在 了 内 选 
9 =f(p) 为 基点 . 对 于 X 内 任何 以 p 为 基点 的 环 道 a, 复 合 映射 fe。a 是 了 内 以 9 为 
基点 的 一 条 环 道 ;不 仅 如 此 ,从 引 理 (5.4) 知 道 ,将 两 个 同 伦 的 环 道 与 复合 得 出 的 
是 了 内 两 条 同 伦 的 环 道 . 因此 ,按照 f,(《a) ) = (Fa) ,可 以 定义 映射 
:ri(XP) 一 mi(Y9) 
由 于 
ja B) = (f° a) (f° B), 
立刻 看 出 f, 同 态 :我 们 称 f., 为 了 所 诱导 的 同 态 . 
(5.7) 定理 ”对 于 复合 映射 XX 一 YY。sZ 有 
(g°f),. =g,.°f,. 
这 里 应 该 着 慎 一 些 :定理 (5.7) 的 陈述 实际 上 是 为 了 方便 而 作 了 简化 . 完全 精 
确 的 表达 应 当 把 基点 明确 说 出 来 , 即 选 定 基 点 
PeX,g=f(p)eY,r=g(g) eZ, 


(g°f) .mT(X,p) 一 Ti(Zr) 


a 
特别 当天 :为 同 胚 时 ,可 以 将 定理 (5.7) 应 用 于 


h h h h 
在 > 了 > 四 与 Y > 矿 >Y 


而 得 到 
ho oh, = (17) . :mT (X,p) — i(X,p), 
h, oh = (1y), :mT (Y,h(p)) > 71(Y,h(p)). 
但 是 ,很 明显 地 , 恒 等 映射 所 诱导 的 是 恒 等 同 态 ,因此 ， 
h, :mi(X,p) — mT (Y,h(p)) 
是 同 构 的 . 所 以 , 同 胚 的 ( 道路 连通 ) 空间 具有 同 构 的 基本 群 . 

如 果 我 们 试图 区 别 某 两 个 道路 连通 拓扑 空间 ,现在 又 有 了 一 种 办 法 法 ,就 是 设法 
算出 它们 的 基本 群 , 并 且 检验 这 两 个 群 是 否 同 构 . 如 果 不 同 构 , 这 两 个 空间 就 不 能 
同 胚 . 如 果 这 两 个 群 同 构 ,那么 可 以 说 我 们 没 得 到 有 用 的 讯息 ， i 
寻求 更 精细 、 更 锐利 的 不 变量 来 区 别 原来 的 空间 . 


习 题 


9. 设 a,B 与 y 为 空间 X 的 环 道 , 且 都 以 p 为 基点 . 写 出 (a…B) :y 与 a: 《8 7) 的 公式 ,并 造 出 
这 两 条 环 道 之 间 的 一 个 具体 的 同 伦 . 要 保证 你 的 同 伦 是 相对 于 10,1| 的 同 伦 . 

10. 设 y,o 是 空间 X 内 以 p 为 起 点 ,9 为 终点 的 两 条 道路 . 如 同 在 定理 (5. 6) 的 证 明 内 所 指出 的 ， 
这 些 道路 诱导 ri (X,p) 与 mm (X,9) 之 间 的 同 构 y, ;0o,. 证 明 o, 为 y, 与 元 素 (o-'y) 所 诱导 
7T1(X,9) 的 内 自 同 构 复合 而 得 的 同 构 . 

设 X 为 道路 连通 空间 . 在 什么 情况 之 下 对 于 任意 两 点 p,q eX, 一 切 从 p 到 9g 的 道路 诱导 7 
(4%,p) 与 7 (XX,qg) 之 间 相 同 的 同 构 ? 

12. 证 明 任 何 具有 平庸 拓扑 的 空间 基本 群 为 平凡 的 . 

13. 设 6 为 道路 连通 拓扑 群 . 对 于 G 内 任意 两 条 以 e 为 基点 的 环 道 Q,B, 按 公式 F(s,t) =a(s) .B 
(t) 定 义 映射 F:[0,1] x[0,1] 一 6, 这 里 *. "表示 G 内 的 乘积 . 画 一 个 图 表 说 明 这 个 映射 在 
正方 形 上 的 实况 ,并 证 明 G 的 基本 群 是 交换 群 . 

14. 设 ,是 内 最 后 一 个 坐标 非 负 的 点 全 体 所 成 的 子 集 . 证 明 空间 BE -| (x,y,z)1ly=0,0<z 
丢 1| 具有 平凡 的 基本 群 . 


1 


[ 


io 


5.3 计 算 


本 节 包 含 初步 的 计算 . 我 们 将 计算 圆周 以 及 其 他 少数 几 个 简单 空间 的 基本 群 ， 
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更 一 般 的 计算 将 在 第 6 章 介绍 . 


E" 内 的 凸 集 
圆周 


平凡 


S" ,n>2 
P” ,n>2 2 

环 面 ZxZ 
Klein 瓶 fa,bla? = 如 | 


Z, 


透镜 空间 L(p,g) 


E” 内 的 凸 集 在 此 情形 ,可 用 直线 同 伦 把 任何 环 道 缩 为 基点 处 的 常 值 环 道 . 
因此 , 欧 氏 空间 内 凸 集 的 基本 群 是 平凡 的 . 道路 连通 空间 的 基本 群 如 果 平 凡 , 则 空 
间 叫 做 是 单 连通 的 . 

圆周 ”将 圆周 取 作 复 平面 上 的 单位 圆周 ,并 且 令 rr:R 一 S! 为 指数 映射 x 上 > 
e ”全体 整 数 被 指数 映射 粘 合 到 点 1 e S' ,这 一 点 取 作 我 们 的 基点 . 

对 于 整数 meZ, 令 y 表示 道路 y,(s) =ns,0<s<1,y, 在 R 内 把 0 连接 到 n. 
于 是 y, 在 7 之 下 投影 到 S' 内 的 一 条 以 1 为 基点 的 环 道 . 而 且 ,r 。y, 绕 圆 周 n 
转 , 当 nn 为 正 时 逆 时 针 方 向 转 , 当 nn 为 负 时 顺 时 针 方向 转 . 

(5.8) 定理 按 由 (mn) = 《7 oy,) 而 定义 的 映射 四 :ZT (5S! ,1) 是 同 构 . 

证 明定 理 (5. 8) 需 要 用 到 几 条 引 理 . 首先 注意 , 若 y 是 R 内 任意 另 一 条 连接 
0 到 n 的 道路 , 则 y 与 y, 相对 于 {0,1| 同 伦 ,从 而 投影 到 $ 内 成 为 同 伦 的 环 道 . 

(5.9) 引 理 4 为 同 态 . 

证 明 对 于 整数 m,n, 设 oo 为 R 中 由 ogo(s) =y,(s) +m 定义 的 道路 . 则 
To。0=7T。Y,;, 并 且 yy,,。o 连接 0 到 m+n. 因 此， 

pm+tn)= (mo Yn) = (T° (yn * 0)) 
=《(C7Teyn) (Tec) = (mo ya) (mo y,)) 
= $b(m) . b(n). 

其 次 要 证 明 4 为 满 同 态 . 为 此 ,任意 取 m1(5! ,1) 的 一 个 元 素 , 用 以 1 为 基点 的 
环 道 a 代表 这 个 元 素 ,并 试 将 这 个 环 道 “提升 ”为 R 内 以 0 为 起 点 的 一 条 道路 . 换 
句 话说 ,我 们 试图 寻找 R 内 的 道路 y 满足 r。y =a, 以 及 y(0) =0. 假定 我 们 能 够 
做 到 这 一 点 , 则 yy 的 终点 y(1) 投 影 为 S 内 的 a(1) =1, 从 而 y(1) 必 是 一 个 整数 
n. 按 作法 b(n) = 《a). 这 个 整数 叫做 a 的 度数 , 它 量度 a 绕 圆 周 的 转 数 . 

要 实现 这 个 提升 的 过 程 需要 对 烙 合 映射 7:R->S! 作 更 详细 的 考察 . 设 U 为 5 
去 掉 点 -1 而 得 的 开 集 ,考虑 忌 在 R 内 的 原 象 . 这 正 是 所 有 形 如 (zz - (1/2) ,n+ 
(1Z2) ) ,ne2 的 开 区 间 的 并 集 . 注意 这 些 开 区 间 的 任何 两 个 不 相交 ,并 且 7 限制 
到 其 中 任何 一 个 之 上 是 这 个 区 间 与 忆 的 一 个 同 胚 . 类 似 地 ,车 V=S! - 11} , 则 V 的 
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原 象 分 解 为 开 集 的 无 交 并 ,并 且 万 限制 在 这 些 开 集 的 任何 一 个 之 上 时 ,是 一 个 同 
胜 . 现在 UUV 是 整个 $S . 因此 ,对 于 $: 内 的 一 条 环 道 ,我 们 可 尝试 将 它 分 成 小 段 ， 
使 得 每 一 段 或 者 在 U 内 ,或 者 在 V 内 ,然后 利用 U 与 了 的 上 述 性 质 将 这 些小 段 逐 
个 提 回 到 RR. 

(5. 10) 道路 提升 引 理 若 o 为 S' 内 以 1 为 起 点 的 一 条 道路 , 则 存在 R 内 唯 
一 的 道路 gg 以 0 为 起 点 ,并 满足 To。0=o. 

证 明 开 集 ao “(UV),o"'(V) 给 出 [0,1] 的 一 个 开 和 覆盖 ,因此 , 按 Lebesgue 引 
理 (3. 13) ,可 以 找到 点 0 = 和 <4 <… <i =1, 使 得 每 个 [4,,i,,,] 包 含 在 go-1(U) 
内 ,或 a (VY) 内 . 首先 ,在 子 区 间 [0,t,] 上 定义 56. 由 于 og 以 1 为 起 点 , 必 有 x([0， 
4 ) SU. 回顾 zr1( -1X2,1X2) 是 从 ( -172,1/2) 到 UU 的 同 胚 , 令 了 为 它 的 逆 . 并 
且 令 

o(s) =fo(s), O<s ui. 
归纳 地 假定 已 经 在 [0,t] 上 完成 了 6 的 定义 ,我 们 想 把 定义 扩张 到 [6,1 ] 上 去 . 
若 o([4,tiw1]) CSU, 并 且 若 6(4,) e(n-(1/2),n+(1/2)), 令 g 表示 71l(n- 
(1/2) ,n+(1/2)) 之 逆 , 并 目 令 
0(s) = go(s), i ss tu. 
车 g( [stiw1])SV, 则 G(si) e (n,n+1) 对 于 某 n 成立 .7 限制 在 (n,n+1l ) 上 是 
一 个 同 胚 ,其 逆 设 为 ,就 定义 
o(s) = ho(s), ti <s et. 

这 就 完成 了 提升 道路 5g 的 归纳 定义 . 注意 , 当 在 [0,t] 上 定义 了 6 之 后 ,只 有 唯一 
的 方式 能 将 它 扩张 到 [6 ,ti ,1] 上 ;因此 6 是 唯一 的 . 

当然 ,我 们 可 以 把 引 理 (5. 10) 叙述 成 更 一 般 的 形式 . 设 e 是 8 内 以 P 为 起 点 
的 一 条 道路 ,我 们 可 以 找到 R 内 唯一 的 一 条 道路 6, 以 7 (Pp) 的 任何 预先 指定 的 
一 点 为 起 点 ,并 且 满 足 7+。o =e. 这 样 的 道路 叫做 e 的 提升 . 

为 了 要 证 明 由 是 一 对 一 的 ,我 们 需要 从 圆周 提升 同 伦 回 到 R. 这 可 以 用 下 列 
的 结果 来 实现 . 

(5. 11) 同 伦 提 升 引 理 车 下 :7x 太 "8S: 是 一 个 连续 映射 ,满足 

F(0,t) = F(1,t) =1，0 三 过 1， 
则 存在 唯一 的 连续 映射 己 :7x 太 *R 满足 
T° F 二 下 ; 
以 及 
F(0,t) =0, 0O<i<l. 

证 明 我 们 将 只 给 出 证 明 提 要 ,因为 主要 的 思想 和 引 理 (5. 10) 的 证明 一 样 . 

用 水 平 与 垂直 的 直线 将 1x7 分 成 小 方块 ,使 得 每 个 小 方块 被 严 映 入 也 或 中 这 要 
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用 到 Lebesgue 引 理 . 在 这 些小 方块 上 , 逐 块 地 给 出 天 的 定义 ,从 底下 数 起 第 一 行 开 
始 , 自 左 至 右 进行 ,然后 第 二 行 按 同 方向 进行 ;如 此 进行 下 去 . 有 一 点 需要 着 重 指 
出 :注意 当 我 们 要 在 某 个 特定 的 小 方块 上 扩张 的 定义 时 ,在 这 方块 上 玉 已 经 有 
定义 的 部 分 或 者 是 左 侧 垂直 边 ,或 者 是 左 侧 垂直 边 与 底 边 . 总 之 这 个 集合 是 连通 
的 . 因此 , 它 在 正之 下 的 象 整个 落 在 r-:(D) 或 了 -1(P) 的 一 个 连通 分 支 内 (按照 下 
把 该 小 方块 送 入 U 或 V 而 定 ) ,然后 利用 7 在 这 个 连通 分 支 上 的 限制 为 同 胚 给 出 
到 在 整个 该 小 方块 上 的 定义 . 

定理 (5.8) 的 证 明 由 引 理 (5.9) 与 (5. 10) 得 ,4$:Z 一 7, (5!',1) 为 满 同 态 . 要 
看 出 由 的 核 为 0, 我 们 如 下 论证 . 设 neZ, 并 假定 $4(n) 是 (5S',1) 的 单位 元 素 . 
这 表示 ,如 果 用 一 条 道路 y 连接 0 到 nn, 则 r。y 是 一 条 零 伦 的 环 道 , 即 同 伦 于 基点 
处 的 常 值 环 道 . 取 定 从 1 s$' 处 的 常 值 环 道 到 rr 。y 的 一 个 同 伦 严 , 并 使 用 引 理 (5. 
11) 找到 有 :7x IR, 使 得 让 的 投影 为 并且 


F(0,t) =0,0<t1<l. 


令 忆 表示 7x7 的 左 侧 边 . 右 侧 边 与 底 边 的 并 集 , 则 下 将 整个 已 映 为 1. 由 于 
7。 政 =, 并 且 由 于 PP 连通 ,天 必然 将 P 映 为 某 个 整数 .但 所 把 7x7 的 左 侧 边 映 为 
0, 因 此 F(P) =0. 

R 内 由 F(s,1) 定 义 的 道路 是 7。y 的 一 个 提升 ,以 0 为 起 点 ,因此 ,由 引 理 
(5. 10) 的 唯一 性 部 分 知道 ,这 必然 是 y. 由 于 (1,1) =0, 我 们 有 y(1) =n =0. 因 
此 ,由 的 核 只 含有 整数 0, 这 就 证 明了 是 同 构 . 

n 维 球面 ”为 了 说 明 当 n>2 时 $" 具有 平凡 的 基本 群 ,需要 用 到 下 面 的 结果 . 

(5. 12) 定理 设 空间 外 可 以 写成 两 个 单 连通 开 集 U,V 的 并 集 , 而 且 UMV 是 
道路 连通 的 , 则 卫 是 单 连通 的 . 

证 明 要 证 明 针 同 伦 于 一 些 环 道 的 乘积 ,它们 中 的 每 一 个 或 者 包含 于 0, 或 者 
包含 于 .这 已 经 足以 导出 定理 的 结论 ,因为 U 与 V 都 是 单 连通 的 . 

选取 基点 pe UNV, 设 a:1-> 庆 是 一 条 以 p 为 基点 的 环 道 . 按 Lebesgue 引 理 
(3. 11) ,可 以 在 1 内 找到 点 


0=i < <t<… <t,=1, 
使 得 a( [1,4]) 包 含 于 U 内 或 V 内 . 以 a 表示 道路 
sa((ti -tu)s +ti), Os<sel. 


用 一 条 道路 yi 把 p 连接 到 每 一 点 a(it,) ,1 <k<n -1, 使 得 当 aa) e U 时 ,y, 整 
个 在 U 内 ,而 当 a(s) eV 时 ,在 V 内 . 若 ali,) e UNTV, 我 们 要 求 y; 在 UNTV 内 ;这 
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是 办 得 到 的 ,因为 按 假设 UNTV 是 道路 连通 的 . 于 是 环 道 a 同 伦 于 乘积 . 
(a “yi ) (71 Qs “yy ) (Y2 ”03 “a A 


其 中 每 一 项 或 包含 于 0, 或 包含 于 V. 图 5.5 对 于 2 维 球面 显示 了 上 一 段 论 证 ,这 里 
球面 表示 为 两 个 开 圆 盘 的 并 集 . 


把 这 个 结果 用 于 5", 取 不 同 的 两 点 x,y, 并 和 且 置 U=S* -jxj,V=S"-|yj.U 
与 V 都 同 胚 于 E” ,从 而 是 单 连 通 的 ,并 且 当 n=2 时 ,UNV 是 道路 连通 的 . 

轨道 空间 ”圆周 是 整数 按 加 法 作用 于 实数 轴 而 得 到 的 轨道 空间 (4. 4 节 ) ,我 
们 对 zr (5' ) 的 计算 是 下 面 这 个 结果 的 特殊 情形 ; 它 还 可 用 来 计算 环 面 、Klein 壮 ， 
以 及 透镜 空间 L(p ,gq) 的 基本 群 . 

(5. 13) 定 理 若 C 像 同 胚 群 一 样 作 用 于 单 连通 空间 夺 , 并 且 若 每 一 点 ze ， 
有 邻 域 U 使 得 UNng(U) = 名 ,对 一 切 geGC- iej 成立 0 则 mi(XLG) 同 构 于 CC. 

证 明 大 意 基本 的 思想 和 以 前 一 样 . 固定 一 点 x。e 站 ,对 于 ge G6, 用 一 条 道路 
y 把 xo 连接 到 g(xo). 若 7:X->X/G 为 投影 , 则 zr。y 是 X/G 内 基于 7(xo) 的 一 条 
环 道 . 按 由 (g) = 《7。7) 定 义 


pb:G— TI(X/G, (x0) ). 


由 于 X 单 连通 ,我 们 可 以 将 y 换 为 任何 其 他 连接 %。 到 g(x) 的 道路 而 不 影响 由 

不 难 验证 是 同 态 %. 要 证 明 由 为 一 对 一 映 满 ,需要 与 同 伦 提 升 引 理 (5. 11)， 
以 及 道路 提升 引 理 (5. 10) 类 似 的 结果 . (例如 ,为 要 证 明 $ 是 满 同 态 , 取 任 意 元 素 
《a) eT1(X/G,m(%0)), 试 寻找 内 的 道路 y, 以 x% 为 起 点 ,并 满足 r oy =a 终点 
7Y(1) 在 % 的 轨道 内 ,因此 ,有 元 素 ge G, 使 得 g(xo) =y(1). 按 作法 知道 $8(g) = 
(a).) 


@ 车 这 后 一 个 条 件 满足 , 则 C 具有 离散 拓扑 . 
@ 细节 留 给 读者 自己 去 完成 ,习题 17 ~20 给 出 帮助 . 
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再 回 到 前 面 对 圆周 的 考虑 ,我 们 可 看 出 这 两 个 引 理 对 于 任何 满足 下 列 性 质 的 
连续 映射 7:X 一 了 成 立 2. 对 每 点 ye 了 ,假定 有 一 个 开 邻 域 V, 以 及 7-!'(V) 的 一 个 
分 解 ,分解 成 一 族 两 两 不 相交 的 开 集 1 U,| ,使 得 7 在 每 个 U, 上 的 限制 是 从 U。 到 
V 的 一 个 同 胚 . 这 样 一 个 映射 7 叫做 一 个 覆 琶 映射 ,X 叫做 了 的 一 个 覆 友 空间 &. 

对 于 yeX/G, 取 一 点 xem"'(y) 与 x 在 XX 内 的 邻 域 U, 使 得 Ung(U) 对 于 一 切 geC 
Ss | 为 空 s 集 . 置 了 = 2 回忆 六: ee oa lgeGl| 


下 面 是 4. 4 ee ee nt 13 ) 的 假设 . 
例 1.ZxZ 作用 于 下 以 环 面 T 为 轨道 空间 ， 给 出 ri(7) =ZxZ. 
例 2. Z, 作用 于 8S 以 P" 为 轨道 空间 ,名 给 出 站 (已 ) 兰 Z ,n>2. 
例 6. Z, 作用 于 $ 以 透镜 空间 Z(p,9 ) 为 轨道 空间 ,给 出 zr,(L(p， 9)) ==2, 
考虑 例 1 任 取 平面 上 一 点 , 取 以 这 一 点 为 中 心 ,半径 为 1/2 的 圆 盘 作 为 U , 册 
Z xZ 中 的 任何 平移 ( 除 恒 等 变 换 之 外 ) 使 这 个 圆 盘 从 原来 位 置 完全 移 开 . 例 2 与 
例 6 留 给 读者 自己 考虑 . 
基本 群 并 不 总 是 交换 群 . 设 群 G 以 1,u 为 生成 元 ,适合 关系 wu-'tu =171, 并 考 
虑 由 下 式 定义 的 CG 在 平面 上 的 作用 : 
i(x,y) = (x +1,y), 
u(x,y) = (-x+1,y+1), 
则 :是 平行 于 * 轴 的 平移 ,u 是 沿 着 直线 x =1/2 的 滑动 反 
射 . 定理 (5. 13) 的 假设 不 难 检验 . 轨道 空间 为 单位 正方 形 
如 图 5.6 粘 合 四 边 ,也 就 是 说 ,是 Klein 瓶 玉 因此 ,Klein 找 
的 基本 群 是 群 G. 用 平行 滑动 反射 a = tu,b =w 来 表达 ,我 
们 重新 得 到 4. 4 节 的 例 8(c) 并 且 有 
Ti(K)= {a,blo’ = bb). 
乘积 空间 ”本 节 最 后 提供 计算 基本 群 的 另 一 个 工具 . 
(5.14) 定理 若 了 与 是 道路 连通 空间 , 则 71(XXx 图 5.6 
了 Y) 同 构 于 7,(X) xTri( 了 ). 
证 明 选取 基点 为 xo esX,yos 了 ,以 及 (xo,yo) < 和 XxZ 所 有 的 环 道 都 是 以 这 
些 点 为 基点 的 ,但 为 简单 起 见 将 在 记号 里 略 去 . 投影 nm ,p; 诱导 同 态 
Pix :Ti(X X 了 了 ) 一 71(X)， 
Pa 。 :TI(X xY) — 71(Y), 
从 而 提供 给 我 们 一 个 现成 的 同 态 


中 细节 留 给 读者 ,可 参照 习题 17 ~20. 
@ 关于 覆 巷 空间 的 详细 讨论 见 第 10 章 . 
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地 
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本 群 


m(XxY) n(x) xn (Y), 
(a) PS (lpi° a) ,ps° Qa)). 
设 a 为 XxY 内 的 一 条 环 道 ,并 且 若 


Pi O03 Pr° QF Ew 


则 wecoo ,其 中 
H(s,t) = (F(s,t) ,G(s,t)). 

因此 ,yy 为 一 对 一 的 . 

要 证 明 为 满 同 态 , 取 不 内 的 环 道 6, 了 内 的 环 道 y, 作 阅 x 了 的 环 道 w(s) = 
(B(s) ,y(s)). 按 作 法 

pilea=B，Pp。a=7. 

因此 ,yy(《a)) =(《B》,《y) ) 如 所 和 欲 证 . 

这 个 结果 给 出 环 面 基本 群 为 Z x 2 的 另 一 种 证 明 , 并 且 使 我 们 知道 ,比如 说 ， 
当 m,n 宇 2 时 71(5S”x5") 为 平凡 . 


习 题 


15. 用 定理 (5. 13 ) 证明 Mabius 带 与 圆柱 面 均 具有 基本 群 Z. 

16. 将 5" 取 作 也 ”的 单位 球面 .对 于 S" 内 的 任意 环 道 a, 找 出 E"*' 内 的 环 道 B, 使 得 6 与 w 有 相 
同 的 基点 ,B 由 有 限 多 条 直线 段 组 成 ,并 且 满足 ll ae(s) -B(s) ‖ <1,0<s<1. 由 此 ,导出 当 n 
>>2 时 $ 为 单 连 通 . 在 n=1 时 ,你 的 论证 在 什么 地 方 行 不 通 ? 

17. 弄 懂 定理 (5. 13) 的 证 明 大 意 . 对 于 g, ,g, e C, 用 一 条 道路 y, 连接 x 到 g(x。) ,用 道路 y, 连 
接 到 g, (xo). 察觉 到 7 ，(&。7) 连 接 和 到 gig;(%o) ,从 而 导出 由 为 同 态 . 

18. 设 7:X 一 了 为 覆 秋 映射 . 从 而 每 一 点 ye Y 有 邻 域 V, 使 得 zr!' (VY) 分 解 为 两 两 互 不 相交 开 集 的 
并 集 ,其 中 每 一 个 被 7 同 胚 地 映 满 V. 把 这 样 的 邻 域 叫做 “典范 的 ”. 若 a 是 了 内 的 一 条 道路 ， 
说 明 怎样 找到 点 0=i<4 <… <i =1, 使 得 对 于 0<i<m-1,a([4;ti,11) ,包含 在 一 个 典范 
邻 域内 . 从 而 将 a 逐 段 地 提升 成 x 内 (唯一 确定 ) 的 一 条 道路 ,以 7-!'(a(0) ) 内 任意 预先 指定 
的 点 为 起 点 . 

19. 设 :XY 了 为 覆 琶 映射 ,peY,g em'(p) ,并 且 :1x1 7 是 一 个 连续 映射 ,满足 

F(0,t) = F(1,t) =p, 0 三 上 二 1. 
用 引 理 (5. 11) 的 论证 找 出 一 个 连续 映射 F:7x /XX, 使 得 满足 7。F=F, 并 且 F(0,1) =q,0< 
i 志 1. 检验 下 的 唯一 性 . 

20. 按 下 列 方式 重 作 习 题 19. 对 于 每 个 te [0,1] ,有 Y 内 以 p 为 起 点 的 道路.(s) =F(s,1). 设 记 
是 它 在 X 内 以 9 为 起 点 的 唯一 提升 道路 . 令 有 (s,1) = 下 (s). 验证 到 连续 ,并 且 是 下 的 提升 

21. 描述 下 列 各 连续 映射 所 诱导 的 同 态 

fm(S ,1) 一 m(3 f(1)): 
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(a) 对 径 映 射 f(e”) =em ,0<09<27; 

(b) Fe ) =e" ,0 反 6 近 2T ,其 中 neZ; 
二 Bl 

AS (i ， TO<27. 

22. 在 4.4 节 , 我 们 给 出 了 2, 在 环 面 上 三 种 不 同 的 作用 ,并 推 知 轨道 空间 分 别 为 球面 、 环 面 与 
Klein 瓶 . 对 于 每 一 种 作用 ,描述 从 环 面 到 轨道 空间 的 自然 粘 合 映射 所 诱导 的 基本 群 之 间 
的 同 态 . 

23. 按 下 面 所 说 ,给 出 习题 8 第 二 部 分 的 严格 证 明 . 设 a,pB 为 4 内 按 下 式 定义 的 环 道 . 

Qa(s) = (s+1,0), B(s) = ha(s), O<s<l. 
证 明 : 若 六 相对 于 4 的 两 个 边界 圆周 同 伦 于 恒 等 映射 , 则 环 道 a-'Brel10,1| 同 伦 于 点 (1,0) 处 
的 常 值 映射 . 验证 这 条 环 道 代 表 4 的 基本 群 的 一 个 非 单 位 元 素 . 
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事实 上 , 比 同 胚 更 广 的 一 类 连续 映射 使 基本 群 保持 不 变 . 如 同 以 后 我 们 将 要 建 
立 的 一 些 代数 不 变量 (同调 群 与 Euler 示 性 数 ) ,基本 群 是 空间 的 所 谓 “ 同 伦 型 "的 
不 变量 . 

(5.15) 定义 ”两 个 空间 外 与 Y 具 有 相同 的 同 伦 型 ,或 同 伦 等 价 ,假如 存在 连 
续 映 射 满 足 g。f 二 ly， f° g~1y. 

We Y 
a 

映射 g 叫做 f 的 同 伦 逆 ,一 个 有 同 伦 逆 的 连续 映射 叫做 同 伦 等 价 . 若 X 与 Y 具 有 相 
同 的 同 伦 型 , 则 记 作 关 ~ 了 . 

(5.16) 引 理 关系 了 ~ 了 是 拓扑 空间 上 的 等 价 关系 . 

证 明 自 反 性 与 对 称 性 是 显然 的 . 关系 的 可 迁 性 可 以 这 样 看 : 若 连续 映射 

了 了 u 


8 y 


为 同 伦 等 价 , 则 按 引 理 (5.4) 有 
g°vou°f~go ly f=g°f=1x, 
uoefogoeov~uo lyov=uov~1,, 


因此 ,映射 


表明 蕊 与 2 有 相同 的 同 伦 型 . 
例子 
1. 同 胚 的 空间 具有 相同 的 同 伦 型 
2. 欧 氏 空间 内 的 任何 凸 集 与 一 点 有 相同 的 同 伦 型 . 
3. EF" -401 与 5S“ 有 相同 的 同 伦 型 定义 g:E" - 40} 一 9 为 g(x) =x/ zi ,并 
令 f:5" 一 3 101} 为 含 人 映射 . 则 g。jF=1w ,并 且 la_ jo! ~fo 8g, 其 中 
G(X,t) = (1 -Dx +i(x/ x |). 
图 5.7 显示 了 n= dt ela oad es 
4. 设 4 为 XX 的 子 空 间 . 相对 于 4 的 同 伦 G:Xx1X, 如 
7 时 对 一 切 < es 下 满足 [co 二, 则 叫做 一 个 形变 收编 , 它 
把 X 收 缩 到 4 上 .如 果 天 可 以 形变 收缩 到 4, 当 然 艺 就 与 4 
“| 、 有 相同 的 同 伦 型 ( 取 户 4 一 为 含 人 ,8:X- 4 为 srG(x， 
和 1)) 图 5.8 说 明 具有 两 个 孔 的 圆 盘 到 两 个 碰 在 一 点 的 圆周 
; (8 字形 ) 上 的 形变 收缩 ;到 用 一 条 线段 连接 的 两 个 圆周 上 的 
图 5.7 形变 收缩 ;以 及 到 看 起 来 像 字母 9 似 的 空间 上 的 形变 收缩 . 于 
是 可 以 得 出 结论 ,说 这 些 空间 都 互相 同 伦 等 价 (我 们 在 第 6 章 将 看 出 ,它们 的 基本 
群 是 具有 两 个 生成 元 的 自由 群 Z * Z). 


| 
4 
/ 


设 f,g:X 一 了 是 同 伦 的 连续 映射 . 为 了 证 明 同 伦 等 价 的 空 s 间 具有 同 构 的 基本 
群 ,作为 第 一 步 先 考察 /与 g 所 诱导 的 基本 群 之 间 的 同 构 /， 与 g, 之 间 的 关系 . 我 
们 将 要 看 出 ,它们 相差 一 个 同 构 . 
($5. 17) 定理 若 / 守 8g:X 一 了 , 则 
8g» :TI(X,Pp) — Ti(Y,g(p)) 
等 于 复合 同 态 


fs 
TXp) -一 Ti(Y pp)) > (YY,g(p)), 
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其 中 yy 是 了 内 由 y(s) =F(p,s) 给 出 的 连接 f(p) 与 g(p) 的 道路 . 
证 明 设 a 为 内 以 p 为 基点 的 一 条 环 道 . 由 定义 
g(a)) = (go 0), yf (0)) = (7 (fo a) yy 
因此 ,必须 证 明 环 道 g。a 与 (y ，(F。a) ) . y 相对 于 10,1| 同 伦 . 
考虑 按 G(s,t) =F(a(s) ,日 定义 的 映射 G:1xIY. 它 在 1x1 的 边 上 如 图 5.9 
a 所 表明 . 用 G 我 们 造 出 以 上 两 个 环 道 之 间 的 同 伦 :I x 7 一 了 , 它 在 正方 形 上 的 实 
况 如 图 5. 9b 所 示 , 而 精确 的 定义 可 以 按 下 式 写 出 : 


y(1 -4s)， 0<s < 

4s + 一 1 1 -i 1 十 上 
H(s,t) = 一 ~ 一 一 达 5 到 
(= 0) < 

y(2s -1)， -1 


如 常 ,我 们 依靠 焊接 引 理 (4. | C 与 有 都 连续 . 


Y1/4 1/2 7 


图 ed 
(5.18) 定理 车 两 个 道路 连通 空间 有 相同 的 同 伦 型 , 则 它们 有 同 构 的 基 
证 明 在 这 个 证 明 中 要 小 心 对 待 基点 . 已 经 给 了 空间 与 映 
射 满足 1y F8°f,ly 守 /。&. 选取 含 于 g(Y) 的 一 点 peX 作 为 基 Se 
WR 


点 ,比如 说 p=g(g). 我 们 要 证 明 f, :Ti(X,p) 一 m1(Y,f(p)) 为 5 
同 构 . 
设 y 为 内 由 y(s) =F(p,s) 给 出 的 连接 p 与 ef(p) 的 道路 . 定理 (5. 17) 给 出 
(g°f), =Yy,.:m(X,p) — 7 (X,ef(p)), 
这 表示 (&g。. ,为 同 构 . 但 (g。/) , 为 复合 同 态 
0 EL 
因此 f, 是 一 对 一 的 . 


证 明 f. 满 ,也 按 类 似 的 方式 进行 . 设 o 为 Y 内 按 o(s) = G(g,s) 定 义 的 连 车 接 g 
到 f(p) 的 道路 . 按 定理 (5. 17) 
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(fo gs) = 0o,.:mT(Y,g) 一 Ti(Y f(p)), 
因此 ,(f。g) .为 同 构 . 但 (f。g) .为 复合 同 态 


Od A 

由 此 看 出 ,为 满 司 态 . 因此 ,，/. 为 同 构 . 

利用 上 面 的 结果 ,还 可 以 从 我 们 已 经 作 过 的 计算 挖 气 多 一 点 的 讯息 . Mobius 
带 .圆柱 而 有 孔 的 平面 E? - 101 ,以 及 实心 环 ,都 与 圆周 有 相同 的 同 伦 型 , 从 而 都 
以 莹 为 它们 的 基本 群 . Br - 101 可 形变 收缩 为 1, 因 此 , 当 n>3 时 为 单 连通 
空间 

空间 X 叫 做 可 缩 的 ,假如 恒 等 映 射 1; 同 伦 于 在 x 的 某 点 处 的 常 值 映射 

($.19) 定理 (a) 空间 为 可 缩 ， 当 且 仅 当 它 与 一 点 有 相同 的 同 伦 型 ; (b) 可 
缩 空间 是 单 连通 的 ; (0) 任意 两 个 映 入 可 缩 空间 的 映射 则 伦 ， (d) 若 六 可 缩 , 则 
lx 同 伦 于 点 x 处 的 常 值 映射 ,x e 半 为 任意 点 . 

证 明 (a) 对 于 peX, 以 c, 表示 在 p 点 处 的 常 值 映射 ,i 表示 |p| 到 xX 的 售 信 
映射 . 若 1x 同 伦 于 6, 则 映射 


Cp 


表明 式 与 一 点 有 相同 的 同 伦 型 . 反之 , 若 已 给 映射 


了 
pi 
a } 
满足 g。f=1x, 则 1x 同 伦 于 点 p =g(a) 处 的 常 值 映射 
(b) 知 1x=c ,道路 y(*) = F(x,s) 连 接 x 到 p. 因此 ,X 是 道路 连通 的 0. 然后 
用 定理 (5. 18 ) 即 可 . 
(c) 若 1x 二 c,, 则 对 于 映射 f,g:2Z->X 有 
f=1lrof~ce,°*f=c eg~lrog=g. 
(dd) 假设 14~c, ,将 (c) 应 用 于 映射 c,,c, :XX 于 
欧 氏 空间 内 的 任何 凸 集 为 可 缩 ,很 容易 想象 怎样 把 恒 等 映射 ( 沿 着 直线 ) 形变 
到 任意 一 点 处 的 常 值 映射 . 但 是 ,这 个 例子 不 应 使 人 们 盲目 乐观 . 当 使 恒 等 映射 1， 
“ 同 伦 到 ” 常 值 映 射 c, 时 ,可 能 在 伦 移 的 过 程 中 被 迫 令 点 p 移动 ,也 就 是 说 ,可 能 不 
存在 从 1x 到 c, 相对 于 ipj 的 伦 移 . 例如 , 取 图 5. 10 的 “ 黎 式 空间 ”作为 X, 取 点 p 
为 点 (0,1/2). 则 不 存在 使 p 保持 不 动 的 从 1x 到 。 的 伦 移 (何故 ?). 但 是 我 们 可 把 
每 个 第 齿 垂 直 地 收缩 到 x* 轴 上 的 区 间 [0,1] ,然后 将 这 个 区 间 收 缩 到 0; 这 表明 lx 


@ 若 X 与 Y 有 相同 的 同 伦 型 , 则 X 道路 连通 , 当 且 仅 当 了 道路 连通 . 
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同 伦 于 co. 将 0 顺 着 y 轴 运 动 到 p 就 完成 了 1x 到 <, 的 伦 移 . 


yh 
对 于 n=1,2,3…， 
| 能 子 有 一 个 “ 仑 ” 
、 1 1 1 
a le. 
以 及 连接 (0,0) 到 (0, 方 ) 
相 li 二 1 
43 之 
图 5.10 


有 些 可 缩 空间 粗 看 起 来 不 那么 像 是 可 缩 的 . 如 果 将 三 角形 的 三 边 如 图 5. 11 那 


样 粘 合 , 便 得 到 一 个 “ 蜡 帽 " 式 的 空间 . 虽然 看 起 来 没有 显然 的 方式 可 缩 为 一 点 ,但 
是 这 个 嫌 帽 是 可 缩 空 间 ( 习题 27 和 习题 28). 


27. 


28. 


29. 


“着 X~Y,X'~Y ,证 明 久 xX'~YxY, 并 证 明 对 于 任何 空间 X,CX 为 可 缩 . 
25. 
26. 


证 明 穿 孔 的 环 面 可 形变 收缩 到 两 个 圆周 的 一 点 并 集 . 
考虑 下 列 将 圆周 C 柑 入 于 曲面 5 的 例子 : 
(a)S = Mibius 带 ,C = 边界 圆周 ; 
(b)S= 环 面 ,C= 对 角 圆 周 = | (x,y) sS xS lx=y}i 
(c)5= 圆 柱 面 ,C = 边界 圆周 之 一 . 
在 每 种 情形 ,在 C 内 选 一 个 基点 ,描写 C 与 $ 的 基本 群 的 生成 元 ,并 利用 这 些 生成 元 写 出 C 
到 $ 的 含 人 映射 所 诱导 的 基本 群 同 态 . 
证 明 若 f,g:5S' 一 *X 是 同 伦 的 连续 映射 , 则 用 /与 用 g 将 圆 盘 贴 附 到 下 所 得 的 空间 是 同 伦 等 价 
的 , 换 句 话说 ， 
XUD~XU,D. 
用 习题 27 以 及 5. 1 节 所 给 的 关于 同 伦 的 第 三 个 例子 ,证 明 “ 婴 帼 "与 圆 盘 有 相同 的 同 伦 型 ,从 
而 为 可 缩 的 . 
证 明 图 5. 12 所 画 出 的 有 两 间 屋 的 房子 是 可 缩 的 . 
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第 一 间 屋子 人 口 ”人 


中 ”第 二 间 屋子 人 口 


图 5.12 

30. 详细 证 明 圆 柱 面 与 Mibius 带 都 具有 圆周 的 同 伦 型 . 

31. 设 半 为 图 5. 10 所 示 的 复式 空间 . 证 明 匀 的 恒 等 映射 不 是 相对 于 1p} 同 伦 在 p 点 处 的 常 值 
映射 

32.( 代数 基本 定理 ) 按 下 述 方式 证 明 具有 复 系数 而 不 等 于 常数 的 多 项 式 在 C 内 有 一 个 根 . 显然 
可 以 取 最 高 次 项 系数 为 1, 所 以 令 

P(z) = 2 +as +++ ao. 

在 p(z) 永 不 为 0 的 假设 下 ,对 于 每 个 非 负 实数 1, 按 照 f(z) =p(tz)/Ip(tz)1 定 义 一 个 映射 太 : 
$ 一 $ .证 明 任意 两 个 这 样 的 映射 同 伦 . 注意 为 常 值 映 射 ,而 当 1 足够 大 时 ,fi 同 伦 于 函数 
8(z) =z" ,由 此 产生 矛盾 . 


5.5 Brouwer 不 动 点 定理 


迄今 为 止 我 们 所 建立 起 来 的 一 套 设施 的 第 一 个 应 用 是 著名 的 关于 连续 映射 不 
动 点 的 工 .下 .本 Brouwer 定理 . 该 定理 说 , (任意 维 数 的 ) 球 体 到 自身 的 连续 映射 必定 
至 少 使 一 点 保持 不 动 . 由 于 下 面 将 要 看 到 的 原因 ,现在 我 们 还 不 能 对 任意 维 数 这 么 
广泛 的 程度 进行 讨论 . 我 们 将 在 球体 维 数 不 超过 2 的 假设 下 证 明 Brouwer 不 动 点 
定理 ,至 于 一 般 情形 , 则 要 留待 第 8 章 的 定理 (8. 14 ) 进行 讨论 . 

维 数 1 的 证 明 ”除了 差 一 个 同 胚 , 我 们 可 以 将 任何 1 维 球体 用 单位 区 间 
[0,1] 来 代替 . 需要 证 明 的 是 ,车 f:1->/ 连续 , 则 必 有 一 点 x e7, 满 足 f(x) =x. 若 不 
然 , 则 

T= {xelIlfl(x) <x} Ui{xelIlf(x) > wx). 
但 f(1) <1,f(0) >0, 所 以 上 式 等 号 右 端 的 两 个 集合 都 非 空 ,并 由 /的 连续 性 立即 
推 知 它们 都 是 开 集 . 由 于 7 是 连通 的 ,这 就 引出 矛盾 . 

与 这 个 论证 略微 不 同 , 但 便于 与 高 维 情 形 联系 的 一 个 变 体 如 下 所 述 . 仍然 假定 
定理 的 结论 不 真 ,定义 g:/ 一 10,1| 按 照 g(x) =0, 当 f(x) >x;g(x) =1, 当 f(x) < 
x. 则 g 的 连续 性 由 f 的 连续 性 导出 ,并 且 由 于 g(0) =0,g(1) =1, 故 & 为 满 映 射 . 
这 再 次 与 了 的 连通 性 矛盾 . 

维 数 2 的 证 明 ” 取 平 面 上 的 单位 圆 盘 作为 标准 的 2 维 球体 ,并 假定 有 一 个 连 
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续 映 射 户 D 一 D 没有 不 动 点 . 模仿 前 一 个 证 明 , 对 于 每 一 点 x 
引 从 fx) 到 x( 方 向 是 重要 的 ) 的 线段 ,延长 到 与 单位 圆周 C sy 
相交 (图 5.13). 令 x 对 应 于 这 个 交点 定义 了 一 个 映射 g:D 
一 C.f 的 连续 性 保证 了 & 为 连续 ,并 且 按 作法 知 ,g(x) =x 对 
于 一 切 xecC 成 立 . c—” ~ 

人 们 或 许可 以 强烈 地 感觉 到 ,一 个 映射 g:D_*C, 若 限制 总 
在 C 上 为 恒 等 映 射 ,必然 要 把 D 撕 破 ,因此 ,不 可 能 连续 . 在 
1 维 情形 通过 比较 1 的 连通 性 与 10,1|} 的 不 连通 性 而 引出 矛盾 . 现在 也 与 C 都 连 
通 ,因此 ,完全 相同 的 论证 在 此 地 行 不 通 . 但 是 ,D 是 单 连通 的 ,而 C 具有 基本 群 Z， 
于 是 ,可 以 通过 论证 诱导 同 态 g, :7,(D) 一 mr,( C0) 必须 是 满 同 态 而 引出 巴 盾 . 

取 点 p= (1,0) 同时 作为 C 与 D 的 基点 ,并 记 C 到 DD 的 含 人 映射 为 i: CD. 
空间 与 连续 映射 C 一 >D 3C 给 出 群 与 同 态 

Ti(C,p) 一 mi(D.p) nC,p). 

对 于 一 切 xeC, 有 g。i(x) =x, 因 此 ,g.。i, 为 恒 等 同 态 ,于 是 g, 必 为 满 同 态 . 但 
T1(D,p) 平 凡 , 而 7T1(C,p) =Z, 因 此 得 到 矛盾 ,所 以 Brouwer 不 动 点 定理 在 2 维 的 
情形 必然 成 立 . 

以 上 的 论证 最 好 地 显示 了 代数 与 拓扑 之 间 的 相互 作用 . 原来 的 几何 问题 是 困 
难 的 ,但 是 一 旦 翻译 成 了 代数 问题 ,只 用 非常 简单 的 思想 就 解决 了 问题 . 注意 定 
理 (5.7) 的 重要 性 ,有 了 它 使 我 们 可 以 将 同 态 g,。i, 等 同 于 (g。i) ,. 对 于 维 数 大 
于 2 的 球体 也 可 同样 进行 论证 ,不 过 不 能 用 基本 群 来 达到 目的 ,因为 n 维 球体 的 边 
界 5"' 当 n>2 时 是 单 连通 的 . 这 时 要 用 同调 群 来 代替 , 见 第 8 音 . 

车 4 是 的 子 空间 , 且 g:Xh 是 连续 映射 ,满足 g14 =14, 则 g 叫做 从 邢 到 4 
的 一 个 收缩 映射 . 用 这 个 术语 ,上 面 的 证 明 要 和 旨 在 于 指出 圆 盘 不 能 收缩 映射 到 它 的 
边界 圆周 上 去 . 收缩 映射 的 重要 性 质 是 它 诱导 了 基本 群 的 满 同 态 . (证 明 如 前 ,只 
不 过 将 D 与 C 分别 换 为 与 4, 点 p 则 取 作 4 的 一 点 . ) 


习 题 


称 空间 XX 具有 不 动 点 性 质 ,假如 XX 到 自身 的 任何 连续 映射 有 不 动 点 . 

33. 下 列 空间 中 的 哪 一 些 具 有 不 动 点 性 质 ?(a)2 维 球面 ;(b) 环 面 ;(c) 单 位 圆 盘 的 内 部 ;(d) 碰 
在 一 点 的 两 个 圆周 . 

34. 设 X 与 Y 具 有 相同 的 同 伦 型 ,并 且 X 具 有 不 动 点 性 质 ,Y 是 否 也 有 不 动 点 性 质 ? 若 X 到 子 空 
间 4 有 收缩 映射 ,而 4 具有 不 动 点 性 质 ,X 是 否 也 有 呢 ? 

35. 证 明 若 XX 具 有 不 动 点 性 质 ,并 且 X 有 收缩 映射 到 子 空间 4, 则 4 也 有 不 动 点 性 质 . 导出 习题 29 
中 “有 两 间 屋 的 房子 "具有 不 动 点 性 质 .，- 
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36. 设 f 是 从 一 个 紧 致 度量 空间 到 自身 的 没有 不 动 点 的 连续 映射 . 证 明 : 存 在 正 数 ,使 得 对 于 空 
间 的 每 一 个 点 x, 有 d(x, f(x)) >s. 

37. E” 中 的 单位 闭 球体 B" ,除去 点 (1,0,…,0) 后 是 否 具有 不 动 点 性 质 ? 

38. 证 明 立 与 了 的 一 点 并 集 ( 即 两 个 空间 磁 在 一 点 ) 具 有 不 动 点 性 质 , 当 且 仅 当 X 与 Y 都 具有 不 
动 点 性 质 . 

39. 如 果 在 不 动 点 性 质 的 定义 中 把 “连续 映射 ” 换 为 同 胚 ”, 对 习题 33 与 习题 37 有 什么 影响 ? 


5.6 平面 的 分 离 


我 们 说 空间 XX 的 子 集 4 分离 X, 假 如 XY-4 具有 一 个 以 上 的 连通 分 支 . 本 节 要 
证 明 两 个 关于 平面 的 分 离 定 理 . 

(5. 20) 定理 若 ] 为 EE 内 同 胚 于 圆周 的 子 空间 , 则 J 分离 E?. 

(5.21) 定理 若 4 为 E 内 同 胚 于 闭 区 间 [0,1] 的 子 空间 , 则 4 不 分 离 E?. 

同 胚 于 圆周 的 子 空间 JC FE? 通常 叫做 Jordan 曲线 ,或 简单 闭 曲线 . 同 胚 于 
[0,1] 的 子 空间 叫做 弧 . 车 JCE? 是 Jordan 曲线 , 则 E? -J( 如 同人 们 所 期 望 ) 恰 好 
有 两 个 连通 分 支 , 一 个 有 界 ,一 个 无 界 ,而 了 是 它们 的 公共 边界 . 这 就 是 著名 的 Jor- 
dan 曲线 定理 ,关于 它 的 详细 讨论 可 参见 Munkres[ 10] 与 Wall[ 12]. 这 里 我 们 将 满 
足 于 定理 (5. 20) 的 较 弱 的 结论 ,不 过 在 习题 中 对 于 由 直线 段 拼 成 的 曲线 给 出 较 强 
的 结果 . 

定理 (5. 20 ) 的 证 明 将 EE 等 同 于 内 由 方程 z=0 所 决定 的 平面 ,并 且 用 
S 表示 EF? 内 的 单位 球面 . 设 h 为 从 EE? 到 5S? -|(0,0,1)| 的 一 个 同 胚 ,选择 一 点 
Peh(J) ,并 且 选 定 一 个 同 胚 k:E’ 一 S? - |p}. 

置 L=k"(h(J) -{p}), 则 L 为 EB 内 同 胚 于 实数 轴 的 一 个 闭 集 . 我 们 想象 了 
是 平面 内 一 条 两 端 伸 向 无 穷 的 曲线 (图 5. 14). 不 难 验证 E? - J,S? -7(J) ,以 及 
E”- 工 都 具有 相同 数目 的 连通 分 支 . 我 们 将 证 明 E? - 工 不 连通 而 完成 定理 (5. 20) 
的 证 明 . 

设 E -L 连 通 , 我 们 来 引出 一 个 矛盾 . 工 在 E? 内 是 闭 集 ,因此 按 定理 (3. 30)E? 
- 工 是 道路 连通 的 . 令 互 , ,已 -分 别 表示 由 z>0,z<0 所 确定 的 EB 内 的 开 半 空间 ， 
并 且 令 


U=H,U |{(x,y,2)| (x,y) eE-L,-1<z<0}, 
V=HU{(x,y,2)| (x,y) eE -LL,0<z<1), 
则 UUV=E - 工 ,而 VnF7 同 胚 于 (了 -Z) x( -1,1), 后 者 是 一 个 道路 连通 空间 . 
又 忌 与 了 都 是 单 连通 的 ,因为 任何 环 道 可 以 垂直 地 推 人 已 ,或 者 妃 _ ,然后 再 形变 


@ 这 里 用 了 Doyle[ 24] 的 一 个 论证 . 
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为 一 点 . 于 是 由 定理 (5. 12) 知 EY” - 工 为 单 连通 . 为 了 能 引出 矛盾 ,从 而 完成 定理 
(5. 20) 的 证 明 ,我 们 将 用 下 面 的 引 理 . 


{0,0, 1 ) 


css 里 
Nt 


E? 
5.14 


(5.22) 引 理 存在 同 胚 h:E? 一 BE? ,使 得 h(L) 为 z 轴 . 
一 旦 证 明了 这 个 引 理 ,就 可 如 下 引出 矛盾: 按 引 理 ,BE? - 工 同 且 于 了 - (z 轴 )， 
后 者 又 同 伦 等 价 于 EE? - 10}. 从 而 
T(E -Z) = Tri(E2 -|10)=2Z, 
这 与 上 面 所 作 的 计算 矛盾 . 
引 理 (5$.22) 的 证 明 ” 选 定 一 个 同 胚 f:L-E' ,并 考虑 EB 的 子 集 
Li = {x,y,f(x,y)) | (x,y) e Ll. 


这 是 E? 内 的 一 个 闭 集 , 并 且 是 一 条 垂直 地 位 于 zt 
4" 上 方 "的 曲线 , 它 与 每 张 水 平平 面 恰好 交 于 一 | 全 
点 . 证 明 的 思想 是 先 将 工 的 点 垂直 地 挪动 到 也 ， 
然后 将 万 水 平地 推动 使 之 到 达 z 轴 ( 图 5.15). Sy 
然而 我 们 必须 用 一 个 在 整个 E? 上 定义 的 同 可 了 
胚 来 做 到 这 一 点 . 用 Tietze 扩张 定理 (2. 15) 将 - 必 
f:L EE' 扩张 为 连续 映射 g:E? Ei! ,并 按照 
h(xsy,2) = (wsysz + g(x,y)) 图 5.15 


定义 i:E 一 BE. 则 所 是 同 胚 ,并 且 h(L) =L. 令 
h(x,y,z) = (x 一 广 (z)。y -f(z),,2), 

其 中 (f(z),,f"'(z),) 是 /1'(z) 在 E? 内 的 坐标 . 于 是 有 也 是 同 胚 ,并 且 h,(Z) 为 
z 轴 . 最 后 ,定义 =h,。hi. 则 为 同 胚 ,并 且 h(L) 是 z 轴 ,满足 我 们 的 要 求 . 这 就 
完成 了 定理 (5. 20) 的 证 明 . 

定理 (5. 21) 的 证 明 设 了 -4 的 连通 分 支 不 止 一 个 . 由 于 4 紧 致 ,从 而 是 有 
界 的 ,E” -4 有 了 唯一 一 个 无 界 连通 分 支 . 设 K 为 E? -4 的 一 个 有 界 连通 分 支 . 选取 
一 个 足够 大 的 以 原点 为 中 心 的 圆 盘 D, 使 得 4UK 包含 于 DD 的 内 部 . 设 Pe 天 ,并 且 
设 r:D 一 1p1 一 5S' 为 沿 着 连接 p 与 边界 圆周 S 上 各 点 直线 而 作 的 收缩 映射 . 令 

f=rID-K.:D-K-»s. 
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考虑 h=rl4:4 一 5'. 由 于 4 同 胚 于 [0,1], 可 以 用 引 理 (5. 10) 提 升 h 为 映射 
h:4 一 民 , 满 足 7。h =h, 这 里 7:R->S! 为 指数 映射 . 按 Tietze 扩张 定理 , 训 扩张 为 过 
续 映 射 g:4UK_R. 令 


=7o。g:AUK—S!. 


我 们 的 意图 是 焊接 /与 g 而 给 出 一 个 映射 ruUg:D-*S: ， 太 与 g 确实 在 4 上 重 
合 一 致 ,问题 只 在 于 /Ug 是 否 连 续 . 欧 氏 空间 开 子 集 的 连通 分 支 必 为 开 集 ,因此 天 
是 开 集 . 于 是 D 一 K 是 D 的 闭 集 . 其 次 ,K 的 闭 包 不 能 与 也 - 4 的 其 他 连通 分 支 相 
交 , 因 此 KCAUK. 由 于 4 显然 是 D 内 的 闭 集 ,可 见 4UK 在 DD 内 闭 . 按 焊接 引 理 ， 
fUg:D 一 5S" 连续 . 但是, fUg(x) =f(x) =x 对 于 一 切 x eS! 成 立 , 换 句 话说 , fUg 
是 收缩 映射 . 我 们 在 5.5 节 曾 看 到 不 存在 从 圆 盘 到 它 的 边界 圆周 上 的 收缩 映射 ,于 
是 就 得 到 了 矛盾. 


习 题 


40. 设 4 为 E" 的 紧 致 子 集 . 证 明 E" -4 恰好 有 一 个 无 界 的 连通 分 支 . 

41L. 设 7 为 平面 内 由 线段 所 构成 的 Jordan 曲线 . 在 E? -J 的 无 界 分 支 内 选取 一 点 p, 它 不 在 任何 由 
内 线段 延长 而 得 的 直线 上 ,对 于 任意 一 点 *e E? -J, 称 x 在 以 内 (外 ) ,假如 连接 p 到 x 的 
线段 穿 过 奇 ( 偶 ) 数 次 . 证 明 /恰好 有 两 个 连通 分 支 , 即 在 J 以 内 的 点 所 构成 的 集合 与 以 外 
的 点 所 成 的 集合 . 

42. 设 /为 平面 内 由 线段 所 构成 的 Jordan 曲线 ,xX 为 的 有 界线 通 分 支 的 闭 包 . 证 明 : 延 长 /的 各 
个 边 可 以 将 分 割 成 若干 个 凸 域 ,然后 将 这 些 区 域 剖 分 成 三 角形 . 关于 三 角形 的 数 自作 归纳 
证 明 邓 同 胚 于 圆 盘 . 

43. 作 了 习题 42 之 后 ,证 明 存 在 平面 的 自 同 胚 将 7 映 为 单位 圆周 . (这 是 关于 由 线段 组 成 的 Jor- 
dan 曲线 的 Schanflies 定理 . 这 个 定理 对 于 一 般 Jordan 曲线 都 成 立 ,但 证 明 起 来 难得 多 . ) 

44. 若 7 为 平面 上 的 Jordan 曲线 ,用 定理 (5. 21) 证 明 了 -J 的 任何 连通 分 支 的 边界 是 / 

45. 举例 说 明 平面 上 有 那样 的 子 集 , 它 与 圆周 有 相同 的 同 伦 型 ,将 平面 分 离 成 两 个 连通 分 支 , 但 不 
是 这 两 个 连通 分 支 之 中 任何 一 个 的 边界 . 

46. 在 环 面 与 射影 平面 上 举 出 简单 闭 曲 线 分 离 曲面 的 例子 ,以 及 不 分 离 曲面 的 例子 . 

47. 设 站 为 平面 上 同 胚 于 圆 盘 的 子 空间 . 推广 定理 (5.21) 的 论证 ,证 明 不 不 能 分 离 平 面 . 

48. 设 工 既 连 通 又 局 部 道路 连通 . 证 明 连 续 映 射 /:XS' 可 以 提升 为 连续 映射 了 ;XR( 换 句 话 
说 ,/ 继 之 以 指数 映射 正 是 /) , 当 且 仅 当 诱导 同 态 /. :7,(X) 一 mr,(S' ) 为 零 同 态 . 


5.7 曲面 的 边界 


所 谓 曲面 就 是 一 个 Hausdorff 空间 $, 它 的 每 一 点 有 邻 域 ,或 者 同 胚 于 FE? ,或 者 
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同 胚 于 闭 的 半空 间 EE (图 5.16). 5 的 内 部 由 所 有 那 种 点 构成 ,它们 具有 同 胚 于 EE? 
的 邻 域 . 若 点 xeS 有 邻 域 0, 以 及 同 胚 /:E 一 U, 使 得 f(0) =x, 则 zx 叫做 $ 的 边界 
点 ;全 体 边界 点 构成 $ 的 边界 . 


E2 


A - 厌 


$(D)) 


5.16 


这 些 定义 符合 通常 直观 上 理解 的 曲面 “内 部 "与 “边界 ” 但 我 们 必须 检验 同一 
个 点 不 能 既 在 内 部 ,又 在 边界 上 . 

(5.23) 定理 曲面 的 内 部 与 边界 不 相交 ， 

证 明 若 定理 不 真 ,将 引出 矛盾 . 设 * 既 在 $ 的 内 部 ,又 在 边界 上 . 这 表示 可 以 
找到 x 在 5 内 的 邻 域 U,V, 以 及 同 胚 

广 卫 -一 U, 
g:E*—V 
满足 儿 0) =g(0) =x. 选取 以 原点 为 中 心 ,充分 小 的 半圆 盘 D, CE .使 得 f(D,) CV. 令 
中 = gf:D —E. 

由 于 f 与 g 是 同 胚 ,$6(D) 必 然 是 0 在 E 内 的 邻 域 . 选取 以 原点 为 中 心 ,充分 
小 的 圆 盘 D, CE ,使 得 D, Cg$(D1). 以 9D, 记 D, 的 边界 圆周 ,并 令 7:E? - 10} 一 
9D; 为 径 向 投影 . 用 公式 表达 的 话 , 若 D, 的 半径 为 R, 并 且 若 ye FE? - 140} , 则 rr(y) 
=R(y/y|).r 在 g(D,) -10} 上 的 限制 是 $8(D,) -10} 到 3D, 的 收缩 映射 , 因 
此 ,应 当 诱 导 71($(D,) -10]) 到 zr,(6D,) 的 满 同 态 .但 $4(D) - {10} (通过) 同 
胚 于 D, - {0} ,而 容易 看 出 后 者 是 可 缩 的 . 因此 ,mr (由 (D,) - 101 ) 为 平凡 群 ,而 
71(9D, ) 则 是 无 穷 循 环 群 . 这 就 得 到 了 了 矛盾. 

(5.24) 定理 设 h:5) -5, 为 两 个 曲面 之 间 的 同 胚 , 则 hh 把 5) 的 内 部 映 为 5， 
的 内 部 ,把 S| 的 边界 映 为 5, 的 边界 . 

证 明 若 * 位 于 5, 的 内 部 ,我 们 可 以 找到 x 在 5S, 内 的 邻 域 0, 以 及 同 胚 
f:E 一 U. 由 于 h 是 同 胚 ,h(U) 是 h(x) 在 5S; 内 的 邻 域 ,并 且 及 :Eyh(U) 为 同 胚 . 
从 而 h(x) 位 于 5; 的 内 部 ,我 们 证 明了 上 映 5, 的 内 部 到 $, 的 内 部 . 同样 的 论证 可 
以 用 于 ,因此 ,hh 把 Si 的 内 部 映 满 5, 的 内 部 . 既然 曲面 的 内 部 与 边界 不 相交 ,h 
也 必然 把 5, 的 边界 映 满 5, 的 边界 . 这 就 完成 了 证 明 . 

($5.25) 系 同 胚 的 曲面 具有 同 胚 的 边界 . 
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{5.26) 系 圆柱 面 与 Mibius 带 不 同 肥 . 


习 题 


49. 用 类 似 于 定理 (5. 23) 的 论证 ,证 明 E* 与 BE 不 同 胚 . 
50. 用 本 节 的 内 容 证 明 第 1 章 习题 24 中 的 空间 X 与 了 不 同 胚 . 


第 6 章 单纯 前 分 


6.1 空间 的 单纯 剖 分 


把 全 体 拓扑 空间 作为 我 们 讨论 的 对 象 未 免 过 于 宽泛 . 在 前 几 章 我 们 曾经 看 到 
怎样 建立 拓扑 空间 与 连续 映射 的 抽象 理论 ,并且 证 明了 许多 重要 结果 . 但 是 ,在 这 
样 宽泛 的 基础 上 进行 工作 ,很 快 就 会 碰 到 两 类 困难 . 一 方面 , 当 人 们 试图 证 明 具体 
的 几何 结果 ,比如 像 曲 面 的 拓扑 分 类 ,曲面 的 纯 拓扑 结构 (局 部 欧 氏 的 ) 不 能 提供 
很 多 从 何 着 手 的 依据 ; 另 一 方面 ,虽然 能 对 很 一 般 的 拓扑 空间 定义 代数 的 不 变量 ， 
诸如 基本 群 ,但 是 ,除非 我 们 能 对 足够 广泛 的 一 类 空间 对 这 些 不 变量 进行 计算 , 它 
们 的 用 处 仍然 显 不 出 来 . 但 如 果 空 间 可 由 很 多 我 们 所 熟识 的 空间 很 好 地 拼凑 起 来 
构成 , 即 空间 是 所 谓 可 单纯 剖 分 的 空间 ,这 两 个 问题 都 能 得 到 有 效 的 处 理 . 

图 6. 1 显示 我 们 所 指 的 是 什么 样 的 结构 . 从 四 面体 表面 到 球面 的 一 个 同 胚 给 
出 了 球面 的 一 种 剖 分 ,把 球面 分 成 4 个 三 角形 ,三 角形 沿 着 各 自 的 边 与 另外 的 三 角 
形 相 联 . 作为 第 二 个 例子 ,将 一 个 长 条 分 画 成 三 角形 ,然后 将 长 条 扭转 半 周 ,两 端 粘 
合 (图 6.2) ,得 到 一 个 Mabius 带 ,原来 在 长 条 上 画 出 的 各 三 角形 构成 Moebius 带 的 
一 种 "三角 痢 分 ” 


图 6.1 


球面 与 Mibius 带 都 是 曲面 它们 都 是 2 维 的 ,因此 可 以 用 三 角形 来 拼 出 它们 
的 模型 . 对 于 高 维 空间 ,就 需要 相当 于 2 维 三 角形 这 样 的 高 维 砖 块 来 彻 成 我 们 的 建 
筑 物 . 

设 v0 ,v1,… ,0 为 n 维 欧 氏 空间 EE* 内 的 点 . 这 些 点 所 张 成 的 超 平面 由 所 有 的 那 
种 点 构成 ,它们 可 以 写 为 线性 组 合 Aovo + Aiv1 十 … 十 Anve ,这 里 A; 为 实数 ,并 且 A 
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之 和 等 于 1. 这 些 点 称 为 处 于 一 般 位 置 ,假如 它们 的 任何 真子 集 所 张 开 的 是 一 张 维 
数 较 低 的 超 平面 . 不 难 验证 ,如 果 我 们 把 也 "看 作 向 量 空间 , 则 这 个 条 件 等 价 于 说 向 
量 w -oz 一 v0,…,v; 一 vo 线性 无 关 . 


一 个 同 胚 于 Mabius 带 的 单纯 复 形 
图 6.2 
对 于 任意 上 + 1 个 处 于 一 般 位 置 的 点 ww ,v1 ,…,v ,包含 它 们 的 最 小 是 集 叫 做 一 
个 & 维 单纯 形 ( 或 单纯 形 ). 点 v6 ,v4，,…,v4 叫 做 这 个 单纯 形 的 顶点 . 注意 ,一 点 x 
洲 在 包含 点 v0 ,wv ,… ,4 的 最 小 西 集 内 , 当 且 仅 当 它 可 以 写成 线性 组 合 . 
x = Aovo 二 AI + 十 和 OK 


其 中 入 ;为 非 负 实数 ,并 且 Mo + 4 +… +As =1 观察 最 低 的 几 个 维 数 就 知道 : 


0 单纯 形 = 点 evo 
1 单纯 形 = 闭 线段 人 
vo V1 


2 
2 单纯 形 = 三 角形 A 
Vv Vl 
3 单纯 形 = 四 面体 vo < 
2 


很 自然 地 ,单纯 形 有 它 的 “ 面 ”. 若 4 与 B 为 单纯 形 ,并 且 若 B 的 顶点 集合 是 4 
的 项 点 集合 的 子 集 , 则 说 8 是 4 的 一 个 面 , 记 作 中 <4. 所 谓 单纯 形 “ 很 好 地 ” 拼 在 
一 起 ,现在 可 以 精确 地 说 成 是 :如 果 两 个 单纯 形 相交 , 则 它们 的 公共 部 分 是 一 个 公 
共 面 (图 6.3). 空间 叫做 是 可 单纯 章 分 的 ,假如 它 同 胚 于 在 某 个 欧 氏 空间 里 很 好 地 
拼合 起 来 的 一 组 有 限 多 个 单纯 形 . 现在 把 这 个 想法 再 稍微 详细 些 陈述 出 来 . 


> 


很 好 地 拼 起 来 的 单纯 形 不 允许 的 相交 
图 6.3 
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(6.1) 定义 ” 某 个 欧 氏 空间 内 的 一 组 有 限 多 个 单纯 形 叫 做 一 个 单纯 复 形 ， 
假如 只 要 某 个 单纯 形 属 于 这 个 组 , 它 的 每 个 面 也 属于 这 个 组 ,并且 如 果 组 内 的 两 个 
单纯 形 相 交 , 则 公共 部 分 是 一 个 公共 面 . 

我 们 将 用 ,L 等 字母 来 记 单纯 复 形 ,把 人 ,了 保留 给 拓扑 空间 用 . 构成 某 一 特定 复 
形 "的 单纯 形 的 并 集 是 欧 氏 空间 的 子 集 ,因此 可 以 给 以 子 空间 拓扑 而 成 为 拓扑 空 
间 . 一 个 复 形 天 按 这 种 方式 看 作 一 个 拓扑 空间 时 叫做 多 面体 ,并 记 作 1 天 1. 

(6.2) 定义 拓扑 空间 下 的 一 个 单纯 剖 分 由 一 个 单纯 复 形 天 与 一 个 同 甩 太 : 
| 天 1 一 人 共同 组 成 . 

回 到 我 们 的 第 一 个 例子 ,X 为 球面 ,K 由 四 面体 表面 上 的 那些 单纯 形 组 成 ,而 
且 , 如 果 四 面体 像 图 1. 8 那样 位 于 球面 内 部 ,h 可 以 取 作 径 向 投影 . 

要 求 空间 可 单纯 前 分 当然 是 一 个 很 强 的 要 求 . 单纯 复 形 由 在 一 个 欧 氏 空间 内 
的 有 限 多 个 单纯 形 构成 ,因此 它 的 多 面体 |K1 有 许多 可 喜 的 特性 . 例如 , 它 将 是 紧 
致 的 ,并 且 是 度量 空间 . 因此 ,一 个 拓扑 空间 必须 具有 这 些 性 质 才 有 可 能 是 可 剖 分 
的 . 然而 ,很 多 重要 的 空间 是 可 剖 分 的 . 在 第 7 章 中 我 们 将 实质 性 地 用 到 这 样 一 个 
事实 , 即 所 有 的 闭 曲 面 是 可 单纯 剖 分 的 . 

单纯 剖 分 不 是 唯一 的 2 在 三 角 剖 分 的 定义 中 包含 着 选择 的 任意 性 . 那 就 是 单 
纯 复 形 的 选择 以 及 剖 分 同 胚 h 的 选择 . 单纯 剖 分 应 当 看 作 是 帮助 证 明 某 个 特殊 
的 结果 或 进行 某 类 计算 的 一 种 辅助 工具 . 重要 的 是 前 分 的 存在 ,至 于 用 的 是 哪 一 个 
单纯 前 分 往往 无 关 紧 要 ， 

环 面 单纯 剖 分 的 一 个 模型 在 图 6. 4 中 给 出 . 将 长 方形 的 边 按 箭头 的 指示 粘 合 


按 定 义 , 一 个 单纯 复 形 总 是 由 包含 于 某 欧 氏 空间 FE” 内 的 单纯 形 拼 成 的 . 如 果 
要 强调 欧 氏 空间 的 地 位 ,我 们 说 K 是 E" 里 的 复 形 . (我 们 再 强调 一 下 ,天 是 一 组 单 
纯 形 而 不 是 一 个 点 集 . ) 将 E" 看 作 E”"" 中 最 后 一 个 坐标 为 0 的 点 所 构成 的 子 空间 . 
可 以 按 下 述 方式 在 了 ”内 造 出 一 个 复 形 CK, 叫 做 上 的 锥 形 . 令 v 表示 E”*! 的 点 
(0,0,…,0,1). 若 4 为 EE 内 以 v6,v,…,w 为 顶点 的 单纯 形 , 则 点 v0 ,0 ，… ,vi ,0 


@ 我 们 常 把 单纯 二 字 略 去 . 
@ 具有 唯一 单纯 痢 分 的 空间 除了 单独 一 点 的 空间 之 外 ,不 再 有 别 的 . 
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处 于 一 般 位 置 ,从 而 确定 了 EE" 内 的 一 个 (k+1) 单 纯 形 . 这 个 (k+1) 单 纯 形 叫 做 
4 到 ”的 联结 体 . 锥 形 CK 由 KK 的 所 有 单纯 形 、 这 些 单纯 形 到 v 的 直 体 以 及 0 单纯 
形 ” 本 身 共同 组 成 . 不 难 验证 ,这 一 组 单纯 形 很 好 地 拼 在 一 起 构成 一 个 单纯 复 形 . 
CK 也 常常 称 为 K 到 v 的 联结 体 它 的 多 面体 作为 区 ”内 的 一 个 点 集 是 * 与 1K1 中 各 
点 的 直线 段 的 并 集 ( 图 6.5). 在 第 4 章 , 我 们 曾 定义 任意 拓扑 空间 下 上 的 锥 形 CX. 
这 两 个 概念 在 下 述 意义 之 下 重合 一 致 , 即 1CKI 与 CIKI 是 同 胚 的 拓扑 空间 ( 见 引 理 
(4.5)). 


图 6.5 


锥 形 构 造 使 得 我 们 容易 得 到 射影 平面 尸 的 单纯 前 分 . 回顾 一 下 ,P 可 以 从 将 一 
个 Mabius 带 与 一 个 圆 盘 的 边界 圆周 用 同 胚 烙 合 而 得 到 . 现在 我 们 已 经 用 E? 内 的 
一 个 单纯 复 形 剖 分 了 Mabius 带 ,如 同 图 6. 2 画 的 那样 . 令 志 为 天 中 的 那些 单纯 形 ， 
它们 构成 W 的 边界 的 一 个 单纯 前 分 , 即 在 我 们 的 图 上 构成 天 的 边 楼 的 那 19 个 1 
单纯 形 与 19 个 顶点 . 则 KUCL 是 E* 内 的 一 个 复 形 , 它 的 多 面体 同 胚 于 射影 平面 ， 
这 是 因为 IKI 同 胚 于 M 必 而 1CLI 除 开 一 个 同 胚 以 外 ,是 一 个 以 圆周 为 底 的 锥 形 , 即 一 
个 圆 盘 . 如 上 所 定义 的 工 是 子 复 形 的 一 例 , 即 它 是 复 形 K 的 一 个 子 组 ,而 这 一 组 单 
纯 形 本 身 构 成 一 个 复 形 . 

定义 复 形 K 上 的 锥 形 时 ,需要 任意 选 一 点 作为 锥 形 的 顶点 . 我 们 选 了 也 "外 的 
一 点 以 保证 K 内 任何 单纯 形 顶 点 集合 加 上 这 一 点 之 后 得 到 一 组 处 于 一 般 位 置 的 
所 但 是 为 什么 选取 wv? 而 又 为 什么 不 选取 也” -E" 内 其 他 的 点 呢 ? 另 一 种 选取 
将 得 出 E"” 内 另 一 组 单纯 形 , 但 这 一 组 单纯 形 之 间 相 交 的 关系 与 CK 内 单纯 形 的 
相交 关系 完全 类 似 . 这 就 自然 地 使 我 们 想到 两 个 复 形 同 构 的 概念 . 设 K 与 工 为 复 
形 ,不 一 定 在 同一 个 欧 氏 空间 内 . 它们 称 为 是 同 构 的 ,假如 有 一 个 一 对 一 满 映射 4 
把 K 的 顶点 集合 映 为 虐 的 顶点 集合 ,使 得 v,v,,…,v, 构成 XK 中 茶 个 单纯 形 的 顶 
点 , 当 且 仅 当 go ,qo,，… ,qv, 是 工 中 一 个 单纯 形 的 顶点 . 复 形 的 同 构 概念 与 这 些 
复 形 所 在 的 特殊 欧 氏 空间 ,或 它们 的 多 面体 怎样 嵌 人 这 些 欧 氏 空间 都 毫 不 相干 . 只 
不 过 说 明 K 与 工 在 各 个 维 数 有 相同 数目 的 单纯 形 , 并 且 这 些 单纯 形 呈现 相同 的 相 
交 关系 . 有 关 同 构 复 形 最 重要 的 一 点 就 是 它们 有 同 胚 的 多 面体 . 试 证 明 这 一 点 . 
(映射 8 只 在 天 的 顶点 上 定义 ; 试 将 它 “ 线 性 地 ”扩张 到 天 的 每 个 单纯 形 上 构造 出 
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从 1KI 到 1LI 的 一 个 同 胚 . 我 们 将 在 6. 3 节 给 出 这 个 构造 的 细节 . ) 若 ww e 了 E"… - 
了 , 则 天 到 "的 联结 体 与 天 到 w 的 联结 体 是 同 构 的 复 形 (K 的 每 个 顶点 自己 对 应 
自己 ,v 对 应 w). 因此 , 锥 形 项 点 在 E"*' -E" 内 的 选择 实际 上 没有 影响 . 

本 节 最 后 再 提出 关于 单纯 复 形 将 来 要 用 的 一 两 点 可 注意 之 处 . 设 4 为 EF" 内 以 
vo ,V1，,… ,9 为 顶点 的 单纯 形 . 定义 4 的 内 部 由 4 的 那样 的 点 x 所 构成 :x 可 写 为 


多 三 Aovo + 人 121 十 5。 十 Anv,, 
其 中 > A; =1, 并 且 和 ;都 是 正 数 . 注意 当 丰 = 时 ,这 个 概念 与 内 部 的 拓扑 定义 一 


致 ,但 k 关 n 时 则 不 然 . 

(6.3) 引 理 设 天 为 下 "内 的 单纯 复 形 . 

(al) | 天 1 是 E" 的 有 界 闭 子 集 ,从 而 IKi 是 紧 致 空间 ; 

(b)1K1 的 每 一 点 位 于 KK 的 唯一 一 个 单纯 形 的 内 部 ; 

(c) 如 果 把 K 的 单纯 形 都 分 开 来 单独 地 看 并 取 并 集 ,然后 取 粘 合 空间 , 则 所 得 
的 正 是 1K|; 

(d) 若 IK| 是 连通 空间 , 则 它 是 道路 连通 的 . 

证 明 的 每 个 单纯 形 是 有 界 闭 集 . 由 于 K 有 限 ,结论 (a) 立即 得 到 | 

至 于 (b) , 设 4 与 8 是 KK 中 的 单纯 形 ,它们 的 内 部 相交 . 由 于 天 是 复 形 ,4 与 B 
必须 交 于 一 个 公共 面 . 但 是 一 个 单纯 形 含有 内 部 点 的 面 只 可 能 是 这 个 单纯 形 本 身 . 
因此 4=B. 

关于 (c) ,我 们 注意 K 的 单纯 形 既 然 是 E" 的 闭 子 集 ,也 就 是 1KI 中 的 闭 集 . 因 
此 , 若 C 是 IKI 的 子 集 , 并 且 对 于 天 的 任意 单纯 形 4,Cn4 是 4 内 的 闭 集 , 则 CM4 
必定 在 IK1 内 为 闭 集 . 因此 ,有 限 并 C = UfCm4I4 eK} 是 1K1 的 闭 集 . 由 此 ,IKI 的 
闭 集 恰好 就 是 那些 与 K 的 每 个 单纯 形 交 于 闭 集 的 集合 . 换 句 话说 , 1K1 具 有 粘 合 
拓扑 . 

最 后 ,关于 (d) , 设 IKI 是 连通 的 . 给 了 xe IKI, 令 工 表 示 由 天 的 不 含有 x 的 所 
有 单纯 形 所 构成 的 子 复 形 ,并且 设 e 为 * 到 1271 的 距离 . 若 85<e, 则 B(x,5) mmIKI 
是 道路 连通 的 ,因为 这 个 集合 内 的 任意 一 点 可 以 在 K 的 某 个 单纯 形 内 与 x 用 直线 
相连 . 这 表示 说 IKI 是 一 个 局 部 道路 连通 空间 ,于 是 可 模仿 定理 (3. 30) 的 证 明 导 出 
| 天 | 的 道路 连通 性 . 


习 题 
1. 造 出 圆柱 面 ,Klein 瓶 与 双环 面 的 单纯 剂 分 . 


2. 补 全 引 理 (6. 3 ) 的 证 明 . 
3. 若 IKI 为 连通 空间 ,证 明天 的 任意 两 个 项 点 可 用 一 条 那样 的 道路 相连 接 , 它 的 象 由 天 的 一 组 顶 
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点 与 棱 构 成 . 
4. 验证 |1CKi 与 CIKI 是 同 胚 的 空间 . 
5. 若 工 与 了 是 可 前 分 空间 ,证 明 不 x 了 也 可 单纯 剖 分 . 
6. 若 K 与 是 "内 的 复 形 , 证 明 IKIN 1LI 是 一 个 多 面体 . 
7. 证 明 5S" 与 P" 都 是 可 单纯 训 分 的 . 
8. 证 明 “ 蜡 帽 ” (图 5. 11) 可 单纯 剖 分 ,但 “ 管 式 空间 ”( 图 5. 10) 则 不 可 . 


6.2 重心 重 分 


设 K 为 EF” 内 的 单纯 复 形 . 本 节 将 阐述 一 种 构造 ,使 得 K 的 单纯 形 分 成 更 小 的 
单纯 形 而 形 成 一 个 新 的 单纯 复 形 K' ,但 是 K' 与 K 有 同一 个 多 面体 . 
该 过 程 叫做 “重心 重 分 ”. 若 4 是 的 一 个 单纯 形 , 以 v0 ,v1,… ,vi 为 顶点 , 则 4 
的 每 点 % 可 唯一 地 写成 
% = Aovo + Av + 十 入 
其 中 - A;=1, 并 且 所 有 的 和, 是非 负 的 . 这 些 数 A; 叫 做 点 x 的 重心 坐标 ,4 的 重心 
则 是 


1 
和 和 To + vi 十 十 外 ). 


要 构造 出 KK , 先 对 天 添加 新 的 顶点 , 即 在 天 的 每 个 单纯 形 的 重心 处 增设 顶点 . 
然后 ,从 低 维 到 高 维 逐 步 将 天 的 每 个 单纯 形 臂 成 以 在 这 个 单纯 形 重心 处 新 添 的 顶 
点 为 尖顶 的 锥 形 . 图 6. 6 显示 了 这 个 过 程 . 


图 6.6 


为 了 精确 地 定义 天 ,必须 说 明 什 么 是 K 的 单纯 形 . K' 的 顶点 就 是 K 的 单纯 形 
的 重心 (这 包括 了 天 原来 的 一 切 顶 点 ,因为 0 单纯 形 是 它 自 己 的 重心 ). 一 组 这 样 
的 重心 ,全 …… 外 确定 天 的 一 个 大 单纯 形 , 当 且 仅 当 
4eo < A < … < 4-0D， 
其 中 oc 是 整数 组 0,1,2,…,% 的 一 个 置换 , 例如 ,图 6.6 内 的 重心 全 ,人 ,人 确定 K' 的 
一 个 2 单纯 形 , 回 过 头 来 在 KK 中 我 们 见 到 C<B<h. 注意 ,车 


4e-o) < Aju) “和 关 A 》 
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则 对 每 个 1， 重心 介 不 在 0) 3""", A ee 所 张 开 的 超 平面 上 . 因此 ， hyoo) 9 
人 -ob 处 于 一 般 位 置 . 

单纯 复 形 K 的 维 数 是 它 所 含 单纯 形 的 最 大 维 数 ,K 的 网 距 A( 天 ) 是 它 所 含 单 
纯 形 的 最 大 直径 . 

(6.4) 引 理 ”上述 的 单纯 形 集 合 构成 一 个 单纯 复 形 , 记 作 天 ,叫做 KK 的 第 一 
次 重心 重 分 .及 具有 下 列 性 质 : 

(a)K 的 每 个 单纯 形 包含 在 天 的 一 个 单纯 形 内 ; 

(b)LKE 1T=1IKI; 

(c) 若 KK 的 维 数 为 nn, 则 


pK') < (KR), 


证 明 车 o 为 K 的 单纯 形 ,不 妨 把 它 的 顶点 记 作 人 ,个 ,…, 人 名, 其 中 4; 属于 
KK, 且 ho <4 <…<hi. 因此 ,oa 所 有 的 顶点 在 4; 内 ,于 是 整个 o 在 4h 内. 这 就 证 明 
了 性 质 (a). 注意 o 的 任何 面 属于 K' ,因此 要 证 明天 是 单纯 复 形 ,只 需 验 证 它 的 单 
纯 形 很 好 地 拼 在 一 起 . 

我 们 将 用 关于 天 的 单纯 形 个 数 作 归 纳 的 方法 来 证 明天 是 复 形 ,并 且 满 足 IK | = IKl. 
归纳 起 始 于 天 只 含有 一 个 顶点 的 情形 ,这 时 命题 成 立 是 显然 的 . 设 所 要 证 的 结果 
对 一 切 含 有 少 于 m 个 单纯 形 的 复 形 已 经 成 立 , 并 设 K 是 一 个 由 m 个 单纯 形 组 成 的 
复 形 . 在 内 取 一 个 具有 最 高 维 数 的 单纯 形 4, 将 4 从 KK 内 除去 得 到 一 个 复 形 工 . 
则 工 共有 m -1 个 单纯 形 , 它 的 多 面体 是 从 IK1 除 去 4 的 内 部 而 得 的 多 面体 . 按 归 
纳 假设 ,是 单纯 复 形 ,并 且 1L1 = IL1. 我 们 需要 考虑 K' 内 不 属于 了 的 单纯 形 , 设 
0 是 这 样 一 个 单纯 形 (o 不 等 于 人 ) ,将 o 的 顶点 命名 为 人 ,全 ，,…,A4-1,4, 这 里 4o 
<Ai <…<A4i_1<4. 顶 点 各 ,个 ,…, 人 -1 确定 a 的 一 个 面 7, 它 是 L 的 一 个 成 员 ， 
并 且 7+=on tLl. 因此, 如果 og 与 的 一 个 单纯 形 相交 , 它 必定 交 于 7 的 一 个 面 ， 
由 此 也 是 交 于 e 自己 的 一 个 面 . 设 o' 是 K -二 的 另 一 个 单纯 形 ( 也 不 是 顶点 个 )， 
并 且 如 前 定义 7'. 则 车 7 与 7 相交, 必 交 于 公共 面 ( 因 为 L 是 一 个 复 形 ). 在 此 情 
形 ,r M7 的 顶点 与 4 共同 决定 了 o 与 o' 的 一 个 公共 面 ,正好 是 ono', 阁 7 与 7' 不 
相交 , 则 o 与 o' 交 于 顶点 个 因此 天 是 单纯 复 形 . 

因为 K 的 每 个 单纯 形 包含 于 天 的 一 个 单纯 形 , 易 知 IK 1C 1K| ,我 们 来 证 反方 
向 的 包含 关系 . 设 xe IK1, 并 且 设 4 为 内 部 包含 x 的 那个 唯一 的 单纯 形 . 若 x = 全， 
则 当然 xe IK 1. 若 不 然 ,把 连接 人 到 x 的 直线 延长 ,直到 与 4 的 一 个 面相 交 . 交点 
设 为 y. 则 ye 1Ll=1L1, 因 此 yer7,7 是 的 菜 个 单纯 形 .7 的 全 体 顶 点 与 4 共同 
确定 天 的 一 个 包含 * 的 单纯 形 . 由 此 xe IK'1, 于 是 证 明了 1K 1 = Kl, 这 就 是 性 质 
(b). 

剩 下 只 需 验证 性 质 (c). 首先 应 看 到 一 个 单纯 形 的 直径 就 是 它 的 最 长 棱 的 长 


104 第 6 章 单纯 剖 分 


度 . 设 o 是 K 内 以 人 与 8 为 顶点 的 一 条 楼 ,并 设 B<4. 则 包含 于 4. 设 4 是 大 维 
的 , 则 有 


bp k 汉 n 了 n 
0 的 长 度 < ri(4 的 直径 ) i 和 直径) < ASE 


因此 


pK') < ein(K). 


归纳 地 定义 K 的 第 m 次 重心 重 分 K" 为 K" =(K"'!')!. 图 6.7 显示 当天 由 一 


2 维 单纯 形 以 及 它 所 有 的 面 组 成 时 的 K*. 引 理 (6. 4) 的 性 质 (c) 告 诉 我 们 , 当 二 
充分 大 时 ,K" 里 单纯 形 的 直径 可 任意 小 . 


习 题 


9》 确保 自己 可 以 对 3 单纯 形 第 一 次 重心 重 分 进行 直观 想象. 

10. 设 9 为 IKI 的 开 履 盖 . 证 明 存 在 重心 重 分 K' ,使 得 对 于 K 的 任意 顶点 v 存 在 .9 内 的 开 集 U, 它 
包含 天 的 所 有 以 ”为 一 个 顶点 的 单纯 形 . 

11. 设 工 为 天 的 子 复 形 , 令 N 为 天 内 符合 下 列 要 求 的 一 组 单纯 形 :单纯 形 B 属于 WN, 假如 可 以 找 
到 二 的 一 个 单纯 形 C, 使 得 8 与 C 的 顶点 共同 确定 K 的 一 个 单纯 形 . 证 明 N 是 及 的 子 复 
形 ,并 且 1NI 是 1Z4 在 1IKI 内 的 一 个 邻 域 . 

12. 利用 习题 11 的 构造 证 明 : 若 下 为 可 前 分 空间 ,了 是 天 的 子 空间 ,并 且 蕊 的 某 单纯 前 分 的 子 复 
形 给 出 了 的 一 个 单纯 剖 分 , 则 把 了 缩 为 一 点 从 蕊 得 到 的 空间 是 可 痢 分 的 . 


6.3 单纯 逼近 


设 X,Y 是 拓扑 空间 ,具有 单纯 剖 分 :IK1 一 X,k: 1L1 一 了. 则 任何 连续 映射 
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三 于 了 了 自动 地 诱导 了 连续 映射 
kifh:|l 天 1 一 | 工 1. 

多 面体 之 间 有 一 类 较 容易 的 特殊 映射 ,就 是 所 谓 单纯 映射 , 它 把 单纯 形 映 为 单纯 
形 , 并 在 每 个 单纯 形 上 是 线性 的 . 在 许多 问题 当中 ,例如 计算 可 齐 分 空间 的 基本 和 群 
时 ,很 重要 的 一 点 是 能 用 单纯 映射 来 逼近 已 给 的 连续 映射 . 我 们 要 选取 的 逼近 将 是 
足够 接近 于 已 给 的 连续 映射 ,使 得 它们 是 同 伦 的 ;也 就 是 说 ,单纯 逼近 可 以 连续 地 
形变 到 原来 的 连续 映射 . 

(6.5) 定义 设 天 与 了 为 单纯 复 形 . 映射 s: 1KI 一 1L| 叫 做 单纯 映射 ,假如 它 
把 KK 的 每 个 单纯 形 线 性 地 映 满 工 的 某 个 单纯 形 . 

将 该 定义 更 详细 地 表述 : 若 4 是 天 的 一 个 单纯 形 ,我 们 要 求 *(4) 是 元 的 一 个 
单纯 形 . 线性 要 求 是 说 , 若 4 以 mw 9 为 顶点 ,并且 若 XEh 为 点 x = Aovo + 


Aiv + +Asvi, 其 中 入 ; 非 负 ,并且 > A; = 1, 则 s(x) 用 s(4) 的 顶点 表示 出 来 是 


s(x) = Aos(v0) + Ais(v) + + Axs(v,). 

注意 s(4) 的 维 数 可 能 低 于 4 的 维 数 (我 们 不 要 求 * 是 一 对 一 的 ) ,这 时 s (vw) ,…， 
s(v4) 不 一 定 互 异 . 

显然 ,单纯 映射 是 连续 的 . 这 是 因为 两 个 单纯 形 之 间 的 线性 映射 是 连续 的 ,再 
利用 焊接 引 理 (4.6) 就 得 到 单纯 映射 的 连续 性 . 

由 于 单纯 映射 s 在 K 的 每 个 单纯 形 上 是 线性 的 ,一 旦 我 们 知道 ; 在 天 的 顶点 
上 的 定义 ,s 就 完全 确定 了 . 事实 上 ,如 果 从 天 的 顶点 集合 到 了 的 顶点 集合 有 一 个 
映射 * 具有 这 样 的 性 质 , 即 若 mw ,ww ,…, 办 确定 天 的 一 个 单纯 形 ,是 s(w ) ,Ss(v1), 
…,s(v4) 确 定 上 的 一 个 单纯 形 , 且 s 可 以 线性 地 扩张 到 天 的 每 个 单纯 形 上 ,从 而 给 
出 一 个 单纯 映射 IKI 一 1L1. 特别 地 ,从 天 到 二 的 一 个 同 构 按 这 种 方式 扩张 为 天 的 
多 面体 到 工 的 多 面体 的 一 个 单纯 同 胚 . 

设 f:1KI 一 IL1 是 多 面体 之 间 的 连续 映射 . 对 于 点 xe 1K1 ,点 xzx) 落 在 过 内 唯 
一 的 一 个 单纯 形 的 内 部 . 把 这 个 单纯 形 叫 做 f(x) 的 承载 形 . 

(6.6) 定义 单纯 映射 s: 1KI 一 IL 叫做 f:1K1 一 1L1 的 单纯 通 近 ,假如 对 于 每 
个 xe1Kl,s(%) 在 A(x) 的 承载 形 内 . 

注意 , 若 * 单纯 地 通 近 Jf, 则 ;与 1 同 伦 . 这 从 定义 可 以 直接 推出 . 因为 若 工 在 
也 "内 , 令 下 :1IKIx 广 > 本 "为 由 

F(x,t) = (1 -it)s(x) + f(x) 

定义 的 直线 同 伦 . 对 于 任意 一 点 xs IKI ,我 们 知道 元 的 某 个 单纯 形 包含 了 SCx) 与 
有 故 x) ,而 单纯 形 是 凸 集 ,对 于 0<t<1, 所 有 的 点 (1 -1)s(x) +#(x) 必定 都 在 这 个 
单纯 形 内 . 因此 ,F 的 象 在 ILi 内 ,F 是 一 个 从 :到 了 的 伦 移 . 

单纯 逼近 并 不 总 是 存在 的 ( 见 下 面 的 例 (6. 8) ). 但 是 ,如 果 我 们 把 K 换 成 一 个 
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适当 的 重心 重 分 有 " , 则 可 以 保证 单纯 逼近 存在 . 

(6.7) 单纯 逼近 定理 设 f:IKI 一 IL| 为 多 面体 之 间 的 连续 映射 . 若 m 取 的 适 
当 大 , 则 f:1K"|->IL| 有 单纯 通 近 s: 1K"|-|Ll. 

(6.8) 例子 设 IKI=1LIl=[0,1],K 在 0,1/3,1 处 有 顶点 ,LL 在 0,2/3,1 处 
(图 6.8). 设 已 给 的 连续 映射 /:; |KI 一 IL| 为 J(x) =x. 则 f: 1KI->IL| 不 允许 有 单 
纯 逼 近 . 因为 车 s: 1KI 一 Ll 单纯 通 近 f, 则 在 L 各 顶点 的 原 象 上 s 必须 与 1 一致, 即 
5(0) =0,s(1) =1. 但 ;是 单纯 映射 ,所 以 必须 有 s(1/3) =2/3. 因此 ,s 把 线段 [0， 
1/3] 线 性 地 映 满 [0,2/3] ,把 [1/3,1] 线 性 地 映 满 [2/3,1]. 现在 已 经 有 矛盾 ,因为 
/1/2) 的 承载 形 是 [0,2/3], 而 这 个 区 间 不 包含 s(1/2). 同 理 可 证 /: KR 一 171 没 
有 单纯 通 近 . 但 是 ,，f: 1K?*1 一 IL1 确 实 存 在 单纯 通 近 ,图 6.9 就 给 出 了 一 个 . 读者 可 
试 找 出 另外 的 单纯 逼近 ,从 而 说 明 单 纯 逼 近 不 是 唯一 的 . 
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定理 (6.7) 的 证 明和 需要 一 条 引 理 . 设 是 一 个 复 形 ,v 为 K 的 一 个 顶点 .v 在 K 
中 的 开 星 形 是 以 "为 顶点 的 各 单纯 形 的 内 部 之 并 . 它 是 1K1 的 一 个 开 子 集 ,用 
star(2, 天 ) 来 表示 (图 6. 10). 
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star (vK) 


图 6.10 


(6.9) 引 理 单纯 复 形 天 的 顶点 myu Mk 张 成 天 的 一 个 单纯 形 (也 就 是 
说 ,它们 是 后 者 的 顶点 ) , 当 且 仅 当 它 们 的 开 星 形 之 交 非 空 
证 阴 若 20 ,2 四 是 天 里 单纯 形 4 的 顶点 , 则 4 的 整个 内 部 都 包含 于 


star(Ui ;天 ) ,0 二 ;二 大 反之 , 若 xEe 让 sar(w 天) ,并 设 4 为 x 的 承载 形 . 按 开 星 形 的 
定义 ,每 个 w 必 须 是 4 的 一 个 顶点 ,因此 ,w,v,,… ,vi 张 成 4 的 某 个 面 . 

定理 (6.7) 的 证 明 先 考虑 定理 的 一 个 特别 情形 , 即 不 用 把 天 的 单纯 形 分 列 

的 情形 . 假定 对 于 天 的 每 个 顶点 w, 可 以 找到 工 的 顶点 "满足 包含 关系 . 

fstar(u,K) Cstar(v,L). (*) 
定义 从 天 的 顶点 集合 到 工 的 顶点 集合 的 一 个 映射 * 按照 s(z) =v. 引 理 (6. 9) 与 包 
含 关系 ( * ) 蕴含 若 wo ,ui，… ,wi 张 成 K 的 一 个 单纯 形 , 则 它们 的 象 (uo) ,S( ) ， 
su) 张 成 三 的 一 个 单纯 形 . 因此 ,可 以 把 * 线性 地 扩张 到 开 的 每 个 单纯 形 上 给 
出 一 个 单纯 映射 * : IK1 一 1L1. 这 个 映射 * 就 是 /的 一 个 单纯 逼近 . 因为 对 于 1KI 的 
任意 一 点 %, 令 mu ,…,w 记 x 的 承载 形 的 顶点 , 则 

XE Mstar(w,,K). 

因此 按 包含 关系 ( * ) 有 

f(x) e Mstar(s(1) ,1). 
这 表示 /A(x) 在 工 中 的 承 开 形 以 s(w),s(u),…,s(wi) 所 张 成 的 单纯 形 为 它 的 面 ， 
因此 ,必定 包含 点 s(x). 

为 了 证 明定 理 的 一 般 情形 ,只 须 证 明 将 K 换 成 适当 的 重心 重 分 K" 可 以 使 包含 
关系 ( * ) 成 立 . 工 各 顶点 的 开 星 形 构 成 IL1 的 一 个 开 覆 盖 . 由 于 f: IK1 一 1L1 连 续 ， 
这 些 开 集 在 fA 下 的 原 象 构成 IK| 的 一 个 开 覆 盖 . 设 5 为 这 个 开 覆 盖 的 Lebesgue 数 
( IKI 是 紧 致 度量 空间 ,所 以 可 用 Lebesgue 引 理 (3. 11), 并 有 目 取 m 充分 大 使 得 风 
(K") <6/2. 对 于 天 "的 任意 一 个 顶点 w, 它 在 K”" 内 的 开 星 形 具有 直径 <5, 因 此 ， 

star(u,K”) Cf (star(v,L)) 
对 于 工 的 某 个 顶点 "成 立 ,这 正 是 我 们 所 要 的 . 这 就 完成 了 证 明 . 

单纯 冯 近 定理 将 在 6. 4 节 计算 基本 群 时 用 到 ,并 将 在 第 8 章 中 用 来 证 明 空 间 
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的 所 谓 同调 群 是 拓扑 不 变 的 . 
习 题 


13. 用 单纯 逼近 定理 证 明 , 当 m 关 2 时 ,n 维 球面 为 单 连 通 的 . 

14. 若 上 <m,m, 证 明 从 5S* 到 5S" 的 任何 连续 映射 是 零 伦 的 ,对 于 从 S* 到 S” x 5" 的 映射 情况 也 是 
如 此 . 

15. 证 明 对 于 任何 m, 从 1KI1 到 1L1 的 单纯 映射 诱导 从 1K"1 到 1L"1 的 单纯 映射 . i 

16. 若 s: [天 "| 一 人 | 单纯 地 通 近 六 1 了 1 一 1 1 太一 14I 单 纯 地 逼近 gg: 1 天 1 一 1 ,试问 is :| 
K" "1 一 1Mi 是 否 必 为 gf : 1 1 一 1 的 单纯 逼近 ? 

17. 若 f: 1K1 一 1Kl 是 单纯 映射 ,证 明 f 的 不 动 点 集合 是 K' 的 一 个 子 复 形 的 多 面体 ,但 不 一 定 是 
的 子 复 形 所 对 应 的 多 面体 . 

18. 用 单纯 逼近 定理 证 明 从 一 个 多 面体 到 另 一 个 多 面体 的 连续 映射 同 伦 类 所 成 的 集合 为 可 数 集 . 

19. 试 读 Maunder[ 18] 所 给 出 对 Brouwer 不 动 点 定理 的 一 个 精 悍 的 证 明 ,这 个 证 明 归 功 于 M. W. 
Hirsch. 


6.4 复 形 的 棱 道 群 


在 第 5 章 中 我 们 曾 计算 了 少数 几 个 空间 的 基本 群 . 我 们 的 计算 方法 对 第 5 章 
中 的 几 个 例子 虽然 有 效 ,但 也 具有 相当 的 局 限 性 . 如 果 限 于 可 前 分 空间 , 则 可 以 产 
生 一 套 更 具 系 统 化 的 方法 . 我 们 将 阐明 怎样 从 空间 的 一 种 单纯 前 分 找 出 基本 和 群 的 
生成 元 与 关系 中 

设 拓 为 道路 连通 可 痢 分 空间 , 取 一 个 特定 的 单纯 前 分 户 : IK1 一 外 ,并 以 IKI 代 
蔡 民 (我 们 可 以 随意 这 样 做 ,因为 基本 群 是 拓扑 不 变 的 ). 多 面体 IK1 的 优点 在 于 基 
本 群 的 每 个 成 员 可 以 用 由 天 的 棱 组 成 的 环 道 来 代表 . 我 们 将 用 这 种 “ 棱 环 道 " 构 造 
一 个 群 ,叫做 复 形 天 的 棱 道 群 ,这 个 群 可 以 计算 ,并且 同 构 于 1KI 的 基本 和 群 . 

复 形 K 的 一 个 棱 道 路 是 一 序列 顶点 wm ,mm ,… ,vw ,其 中 每 相 邻 的 一 对 viv,,, 张 成 
K 的 一 个 单纯 形 . 由 于 技术 上 的 原因 ,允许 v=w,,, 的 情况 出 现 . 如 果 施 用 单纯 映射 
于 棱 道 路 ,我 们 希望 所 得 的 结果 仍 是 一 条 楼道 路 ,即使 经 过 单纯 映射 以 后 相 邻 的 顶 
氮 被 粘 合 . 若 wm =w =v, 则 得 到 一 条 以 v 为 基点 的 棱 环 道 . 定义 天 的 棱 道 群 还 需要 
同 伦 概念 的 一 种 单纯 式 的 变 体 . 两 条 棱 道 看 作 是 等 价 的 ,假如 可 以 通过 有 限 多 次 下 
述 类 型 的 运算 从 一 个 变 到 另 一 个 . 若 3 个 顶点 u,v,w 张 成 天 的 一 个 单纯 形 , 则 当 
它们 在 一 条 棱 道 内 紧 挨 着 出 现时 ,可 以 用 uw 这 一 对 顶点 来 代替 ,或 者 用 wvw 来 代 
蔡 某 一 条 楼 道里 出 现 的 ww( 用 几何 语言 描述 就 是 三 角形 的 两 边 与 第 三 边 可 以 互 


@ 本 节 所 需要 的 有 关 生 成 元 与 关系 ,自由 群 与 自由 乘积 方面 的 内 容 全 都 附 在 书 末 的 附录 里 . 
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换 , 除 去 或 添上 重复 往返 的 棱 , 见 图 6. 11). 除 此 之 外 ,还 允许 将 重复 的 顶点 wu 与 
互 换 . 


u 了 
9 等 价 于 Ww 
y 
图 6.11 


楼 道路 wm, ,… ,v4 的 等 价 类 记 作 {v,v,，,… ,v,}. 不 难 验证 ,在 乘法 
{op {ww v0} = {ov 11020120 2 
之 『, 以 ”为 基点 的 棱 环 道 等 价 类 全 体 构 成 一 个 群 . 单位 元 素 是 等 价 类 {wv}， 
{ww …Di-129} 的 道 元 素 是 等 价 类 {vw wz 这 就 是 天 的 以 ” 为 基点 的 棱 道 群 , 记 
作 E(K,v). 

(6.10) 定理 E(K,v) 同 构 于 7m,(1Kl,v). 

证 明 天 的 每 个 棱 环 道 可 以 看 作 1K1 的 一 个 环 道 , 这样 就 得 到 一 个 映射 由 :五 
(K,v0) 一 Ti1(1K1,v). 确切 地 说 ,对 于 棱 环 道 on …w io 将 单位 区 间 了 等 分 为 天 
段 , 令 

a(0) = a(1) =v, a(i/k) =v, 1l <isgsk-1, 
并 将 a 线性 地 扩张 为 映射 a: 1 一 1K1, 则 a 是 IKI1 内 基于 点 ov 的 环 道 . 由 于 等 价 的 楼 
环 道 显然 给 出 同 伦 的 环 道 ,可 定义 
中 (tom po of) = < a >. 
不 难看 出 由 是 同 态 . 

为 证 明 由 是 满 映射 , 设 已 给 一 条 以 * 为 基点 的 环 道 w :71-1K1. 把 了 看 作 是 复 
形 虐 的 多 面体 ,这 工 由 1 单纯 形 [0,1] 与 它 的 两 个 顶点 构成 . 运用 单纯 通 近 定理 产 
生 一 个 同 伦 于 a 的 单纯 映射 * : 17”"1 一 1K1. 4" 的 顶点 是 点 zM2 ,0 到 5 和 2" ,而 给 
出 了 天 的 棱 环 道 20…2an_12) 其 中 v=5(i/2") ,1 <i<2" -1. 按 作法 有 

$b {ownwn 1v}) = (s) = (a). 

要 完成 证 明 还 必须 证 明 由 是 一 对 一 的 . 设 w,…v.12 为 楼 环 道 ,并 设 它 看 作 
IKI 的 环 道 时 是 一 条 零 伦 的 环 道 w. 我 们 必须 证 明 w,…w_1v 等 价 于 由 单独 一 个 顶 
点 2 所 构成 的 棱 环 道 . 由 于 a 零 伦 ,我 们 有 伦 移 玉 :Tx I->IKI ,满足 

F(s,0) = a(s), 0O=<s=<<1, 
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并 且 把 正方 形 的 其 余 3 边 送 到 v 把 7x7 看 作 是 图 6. 12 所 画 复 形 工 的 多 面体 ,其 中 o， 
b,c,d 表示 正方 形 的 4 个 角 顶 ,a 为 点 (i/k,0) ,并 且 注 意 PCa ) =w ,1<i< -1 


图 6.12 


楼 道路 aa,4,…ai_1d 与 abcd 显然 在 L 内 等 价 . 如 果 我 们 取 工 的 重心 重 分 1”， 
就 得 到 二 内 的 两 条 棱 道 ,它们 是 在 原来 楼道 的 每 两 个 顶点 之 间 添 人 2" -1 个 顶点 
得 到 的 . 把 这 两 条 新 的 道路 记 作 E, 与 玉 以 免 引 进 过 多 的 记号 . 可 关于 m 归纳 地 
验证 E, 与 丈 在 三 内 等 价 ( 习 题 21). 

按 单纯 逼近 定理 有 重心 重 分 万 以 及 已 ;171 一 | 及 1 的 单纯 逼近 S: 17"1 一 1K1. 
当 两 条 棱 道 只 相差 等 价 定义 中 的 一 个 运算 时 ,车 我 们 施用 单纯 映射 于 这 两 条 棱 道 ， 
则 它们 的 象 也 将 相差 这 样 一 个 运算 . 换 句 话 说 ,单纯 映射 保持 棱 道 之 间 的 等 价 关 
系 . 因此 ,E, 与 6 在 $ 之 下 的 象 是 天内 等 价 的 棱 道 . 但 $ 施用 于 ,给 出 的 是 顶点 
v 重复 3 x2” +1 次 ,实际 上 等 价 于 楼 环 道 x 由 于 F(a;) =w,1<i<F-1, 并 且 由 于 
S$ 是 下 的 单纯 逼近 , 互 内 在 与 ci, 之 间 插 入 的 新 顶点 在 8 之 下 的 象 或 为 w 或 为 
wii 因此 ,5 施用 于 E, 给 出 的 棱 环 道 等 价 于 zwm…w -ix 这 就 完成 了 证 明 . 

现在 考虑 确定 E(K,v) 的 生成 元 与 关系 的 问题 . 设 工 是 天 的 子 复 形 , 它 包含 了 
KK 所 有 的 项 点 ,并 且 1L1 是 道路 连通 与 单 连 通 的 . 这 样 的 子 复 形 总 是 存在 的 :可 以 用 
KK 的 楼 按 下 述 方式 构造 出 一 个 这 样 的 子 复 形 LK 的 1 维 子 复 形 ,其 多 面体 道路 连 
通 并 且 单 连通 的 叫做 一 个 树 形 . 

(6.11) 引 理 一 个 极 大 树 形 包 含 了 K 所 有 的 顶点 . 

证 明 设 7T 为 K 内 的 极 大 树 形 , 极 大 是 指 若 7' 为 包含 7 的 一 个 树 形 , 则 7' = 
T. 若 T 未 曾 包含 K 的 全 部 顶点 , 则 某 个 顶点 v 必 在 K-7 内. 任 取 7 的 一 个 顶点 4， 
并 记 住 IKI 是 道路 连通 的 ,在 IKI 内 用 一 条 道路 连接 x 与 w 由 单纯 逼近 定理 ,可 将 
这 条 道路 换 成 一 条 棱 道 ww…wz. 设 ，* 是 这 条 楼道 路 内 属于 了 的 最 后 一 个 顶点 ， 
并 且 将 顶点 ww 与 ww+i 张 成 的 棱 添 人 了 而 作出 一 个 新 的 子 复 形 7. 空间 1 和 1 只 不 
过 是 171 伸 出 一 只 角 ,171 显 然 是 17'| 的 形变 收缩 核 . 因此 7' 也 是 树 形 ,与 7 的 极 大 
性 矛盾 . 
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假设 我 们 已 经 选 好 了 上 述 的 子 复 形 L. 由 于 1Z1 是 单 连通 的 , 内 的 棱 环 道 对 
E(K,v) 将 没有 影响 ,因此 ,实际 上 在 计算 中 可 以 把 工 里 的 单纯 形 忽 略 不 计 . 把 天 的 
顶点 列 出 如 v=v0 ,v1 ,v2，,… ,2,, 并 以 G(K,L) 表示 如 下 定义 的 群 :对 于 在 K 内 张 成 
一 个 单纯 形 的 每 一 对 有 序 的 顶点 w ,ww 有 一 个 生成 元 gj, 若 v.,v, 张 成 L 的 单纯 形 ， 
则 有 这 个 群 的 一 个 关系 g; =1, 并 且 对 于 在 内 张 成 一 个 单纯 形 的 顶点 w,w ,办 有 
群 的 一 个 关系 ByBik 三 8 

(6. 12 ) 定理 G(K,L) 同 构 于 E(K,v). 

上 面 对 G(K,L) 的 描写 是 为 了 使 定理 (6. 12) 的 证 明 方 便 . 但 是 ,可 以 进一步 改 
进 ,使 那些 不 太 起 作用 的 生成 元 被 排除 掉 . 注意 令 i =j 给 出 g; =1, 且 令 i= 上 得 出 
8 =83 因此 ,只 须 对 于 在 K-L 内 张 成 一 个 单纯 形 ,而 且 i <j 的 那些 顶点 对 人 
对 应 以 一 个 生成 元 . 第 一 类 关系 现在 是 多 余 的 ,第 二 类 关系 之 中 起 实质 性 作用 的 只 
有 关系 BiBik 二 8 ,这 里 i<j < 上, 并且 人 ,2i 张 成 KK- 工 的 一 个 2 单纯 形 . 

定理 (6. 12) 的 证 明 我们 要 造 出 一 对 互 逆 的 同 态 . 

C(K,L) =E(K,0). 
用 工 内 的 棱 道 路 瓦 连接" 到 天 的 每 个 顶点 w ,这 里 取 为 =w 并 且 在 C(K,L) 的 生 
成 元 上 定义 由 为 
P(g8s) = {Evv EB}. 
若 w,o 张 成 的 一 个 单纯 形 , 则 Eviv,B,!' 是 整个 在 工 内 的 一 条 楼 环 道 . 由 于 1L1 单 
连通 ,这 条 棱 环 道 代表 E(K,v) 的 单位 元 素 . 又 若 ww ,ww 张 成 天 的 一 个 单纯 形 , 则 
我 们 有 
pgs) bg8x) = {EvvE HEvvE!} 
= {EvvE, Ewwv,Ey } 
= {Evvv, Er } 
{Evv. Ee } 
= $( gi). 
因此 保持 G(K,L) 内 的 关系 ,从 而 定义 了 从 G(K,L) 到 EE(K,v) 的 一 个 同 态 . 
不 难 验证 映射 


o( {wwiiol) = Bor8uB8 In "Bn0 
定义 了 从 EE(K,v) 到 G(K,L) 的 同 态 . 但 是 
04 (8g;) 三 o( {EwwE7'!) = 8&5, 


@ 如 果 顶 点 v5 ,94 中 的 两 个 ,比如 说 5,w, 张 成 工 的 一 个 单纯 形 ,我们 把 gy 解释 为 1. 
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这 是 由 于 ,与 Bi“" 的 一 对 顶点 张 成 工 的 单纯 形 . 因此 ,60g 为 恒 等 同 态 . 对 于 任何 楼 
环 道 wevi…v.v ,我 们 有 
{vviv v2} = {Eovw,Er }HEvv Er DB 上 

但 $6 在 乘积 中 每 项 上 为 恒 等 的 ,因此 $6 为 恒 等 同 态 . 

例子 

1. 设 和 为 n 个 圆周 碰 在 一 点 所 构成 的 空间 , 即 所 谓 个 圆周 的 一 点 并 集 ,或 称 
“圆周 束 ” ,并 将 每 个 贺 周 用 三 角形 的 边界 来 单纯 剖 分 ,并 令 n=3 时 的 顶点 命名 如 
图 6. 13 所 示 . 设 工 由 各 个 三 角形 中 含有 公共 顶点 " 的 两 条 边 以 及 所 有 的 顶点 共同 
构成 , 则 E(K,v)SCG(K,L) 由 nn 个 元 素 B812,834,""° ,gz la 所 生成 ,并 且 没 有 任何 关 
系 ,因此 mr,(X) 是 个 生成 元 的 自由 群 . 一 个 圆周 的 情形 得 到 一 个 生成 元 的 自由 
群 忆 ,这 与 以 前 的 计算 一 致 . 


XX 
ve vs 


图 6.13 


注意 ,车 X 为 道路 连通 ,并 且 可 以 用 1 维 复 形 剖 分 , 则 zr,(X) 为 自由 群 ,因为 
没有 2 单纯 形 可 用 来 使 生成 元 之 间 产 生 关 系 . 

2. 任何 (道路 连通 的 ) 可 剖 分 空间 具有 有 限 表现 的 基本 群 ,也 就 是 说 , 这 个 群 
可 以 由 有 限 多 个 生成 元 与 有 限 多 个 关系 给 出 (这 是 由 于 我 们 的 复 形 由 有 限 多 个 单 
纯 形 构成 ). 

3. 及 天 ,2) 的 定义 只 涉及 天 的 顶点 .楼 以 及 三 角形 . 因此 ,车 KK(2) 表 示 由 KK 内 
所 有 的 维 数 <2 的 单纯 形 所 构成 的 子 复 形 , 则 有 

ml 天 1) nm(l K(2)1). 
这 个 子 复 形 天 (2) 叫 做 天 的 2 骨架 . 根据 这 一 点 观察 ,可 以 对 当 n>2 时 5" 的 单 连 
通 性 给 出 十 分 简洁 的 第 二 个 证 明 . 将 $" 用 (+1) 单 纯 形 的 边界 来 单纯 前 分 , 并 注 
意 当 n>2 时 , (n+1) 单 纯 形 与 它 的 边界 有 同一 的 2 骨架 . 由 于 单纯 形 是 可 缩 空 
间 , 单 连通 的 结论 立即 得 出 . 

4. 把 Klein 瓶 用 图 6. 14 所 表示 的 复 形 予以 单纯 剖 分 ,并 设 工 为 阴影 部 分 表示 
的 子 复 形 . ~-L 的 1 单纯 形 提 供 了 11 个 生成 元 ,2 单纯 形 提 供 了 生成 元 之 间 的 10 
个 关系 . 令 1= go ;& = go 顶点 ww,v ,vs 所 张 成 的 三 角形 给 出 
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B0181s = B80s: 
换 句 话说 ,t= go ,这 是 因为 顶点 六 ,vs 张 成 L 内 的 一 条 楼 . 从 图 6. 14 左 侧 一 列 看 下 
来 ,我 们 得 到 
t= Bos = 83s = 83 = 847, 
Bat = 827, 
lg = u. 
最 后 两 个 关系 合 起 来 得 到 gz, = ut. 然后 看 最 后 一 行 镜 下 的 那些 三 角形 ,得 到 
ut = 817 = 818， 
iut = gog, 
WL = 
因此 ,最 后 变 成 了 一 个 单独 的 关系 zu = 于 是 ,Klein 瓶 的 基本 群 由 两 个 生成 元 上 ， 
uw 服从 于 一 个 单独 的 关系 tut =w 而 给 出 (值得 将 这 个 结果 与 第 5 章 的 计算 作 比 
较 ). 


vo 1 vl y 


SN 
| 


图 6.14 


最 后 这 个 例子 说 明 , 即 使 很 简单 的 空间 ,也 可 能 有 许 许 多 多 生成 元 与 关系 ,使 
得 实际 计算 起 来 令 人 厌烦 . 幸运 的 是 我 们 可 以 利用 定理 (6. 13 ) 找到 一 条 捷径 . 为 
说 明 这 一 点 , 设 /天 为 同一 个 欧 氏 空间 内 的 单纯 复 形 , 设 它 们 交 于 一 个 公共 的 子 
复 形 ,并 设 1J1,1K1,1JNnKI 都 是 道路 连通 的 . 设想 我 们 已 经 知道 这 3 个 空间 的 基 
本 群 ,要 去 计算 ri (1JUK1). 

首先 考虑 最 简单 的 情形 , 即 J 与 K 相交 于 一 个 单独 的 顶点 , 则 JUK 内 任何 以 
这 个 顶点 为 基点 的 棱 环 道 显然 是 那 种 整个 在 J 内 或 K 内 的 楼 环 道 之 积 , 我 们 可 以 
期 望 得 到 自由 乘积 zr,(171) * mr,(1Ki) 作 为 1JUKI 的 基本 群 . 在 一 般 情形 下 ,类 似 
的 论证 也 可 以 考虑 . 不 过 自由 乘积 zx,(1J1) * mi( 1K1) 把 1JNnKI 内 的 环 道 同 伦 类 


有 效 地 两 次 揽 进 来 (ri(17J1) 与 ri(1IKI1) 内 各 一 次 ) ,因此 必须 添加 关系 予以 纠正 . 
设 7 站 分 别 表示 含 人 映射 


[IJNKICIJI,IJNKICI KI, 


并 且 取 JNK 的 一 个 顶点 v 作 为 基点 . 

(6.13)van Kampen 定理 2 |JUK| 以 v 为 基点 的 基本 群 可 从 对 自由 乘积 万 ) 
(MHz) * Ti(1K1,v) 添 加 关系 j,(z) =k.(z) 而 得 到 ,其 中 z 取 遍 71,(1JNnKl,v) 的 
一 切 成 员 @ 

证 明 在 JNK 内 取 极 大 树 形 7,, 并 扩张 而 分 别 得 到 J 与 天 的 极 大 树 形 7 与 
了 7. 则 Ti UT 是 JUK 的 一 个 极 大 树 形 . 按 定理 (6. 10) 与 (6.12) ,mm,(1JUKI) 由 生 
成 元 g; 服 从 于 关系 gjg = gi 而 给 出 ,其 中 g, 相 应 于 JUK -TUT, 的 楼, 关系 则 由 
JUK 的 三 角形 给 出 . 但 这 正 是 那样 一 个 群 :对 于 ] -7 的 每 条 楼 取 一 个 生成 元 Gy， 
K -了 7, 的 每 条 棱 取 一 个 生成 元 5; ,相应 于 J,K 的 三 角形 添 入 形状 如 


ajax = ai, bb = b, 


的 关系 ,此 外 当 a 与 5b; 对 应 于 JNK 的 同一 条 楼 时 还 得 添 信 关系 ar =bs. 剩 下 只 需 
注意 JmK- To 的 棱 , 当 看 作 y7 的 楼 时 ,给 出 j, (mi (IJnKIT) ) 的 一 组 生成 元 . 还 是 
这 些 棱 , 当 看 作 天 的 棱 时 , 则 生成 类. (ri (IJmKI) )， 

例子 

1. 回 到 图 6. 14 所 给 的 Klein 瓶 的 单纯 前 分 ,并 且 设 J 了 是 把 顶点 mw, ,ww 所 张 
成 的 2 单纯 形 挖 去 以 后 所 得 的 复 形 , 则 1J1 是 挖 去 一 个 开 圆 盘 的 Klein 瓶 . 至 于 ， 
就 取 2 单纯 形 以 及 它 所 有 的 面 . 因此 IKI 是 一 个 圆 盘 ,1JmKI 是 一 个 圆周 . 

正方 形 按 这 种 方式 除去 一 个 三 角形 的 内 部 之 后 可 以 形变 收缩 成 为 它 的 边界 . 
但 是 在 171 内 ,正方 形 的 边 粘 合 成 为 两 个 圆周 的 一 点 并 集 ,两 圆周 的 公共 点 为 w ,而 
形变 收缩 与 这 种 粘 合 是 相 容 的 ,因为 在 形变 过 程 中 ,边界 始终 保持 不 动 . 于 是 ,| 省 
可 以 形变 收缩 成 两 圆周 的 一 点 并 ,从 而 ri (1Jl,m) 是 自由 群 忆 *Z, 以 正方 形 的 边 
所 代表 的 i,u 为 生成 元 . 

如 图 6. 15 选取 自由 循环 群 (1JmKl,zm) 的 生成 元 z 由 于 1K1 是 单 连通 的 ， 
k,(z) 为 单位 元 素 ;j, (z) 在 我 们 的 形变 收缩 之 下 则 等 同 于 mr, (1J1,w) 内 的 字符 
t “tu. 现在 van Kampen 定理 告诉 我 们 ri(1JUKl ,wm ) 可 以 从 (Zx Z) * {fe} 外 添 
关系 tu tu =e 而 得 到 . 换 句 话说 ,Klein 产 有 基本 群 


{tul tu iu = e}= {tul tut = ut. 
» ba 


@ H. Seifert 与 E. R. van Kampen 各 自 独 立地 给 出 证 明 . 
@ 只 需 将 z 取 遍 x (1JNKI,z) 的 一 组 生成 元 即 可 . 
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图 6. 15 


2. 我 们 常常 引用 van Kampen 定理 而 不 真正 给 所 涉及 的 空间 以 特定 的 单纯 剖 
分 在 定理 (6. 13 ) 的 证 明 中 ,单纯 剖 分 的 重要 性 在 于 作为 工具 ,定理 本 身 的 陈述 
却 是 关于 多 面体 的 (从 而 关于 可 剂 分 空间 ) ,并 不 依赖 于 剂 分 . 

设想 射影 平面 P 是 把 Mibius 带 的 边界 圆周 与 圆 盘 的 边界 圆周 焊接 起 来 而 得 
到 的 . 已 知 Mibius 带 的 基本 群 是 无 穷 循 环 群 ,并 且 很 明显 它 的 边界 圆周 代表 生成 
元 的 2 倍 ( 图 6. 16). 所 以 van Kampen 定理 告诉 我 们 ,mi (已 ) 可 以 从 自由 乘积 
Z * {e} 添 加 关系 a =e 得 到 . 换 句 话说 ,mr (P) = 也 :. 


多 
B= GO 
大 (2)=e 
图 6.16 
习 题 


20. 将 双环 面 分 成 两 半 , 使 每 一 半 是 一 个 穿 了 和 孔 的 环 面 ,利用 van Kampen 定理 计算 基本 群 . 然后 ， 
将 双环 面 分 成 一 个 圆 盘 与 剩 下 部 分 的 闭 包 ,再 次 计算 基本 群 . 
21. 在 定理 (6. 10) 的 证 明 中 引信 的 楼 道路 E, 与 E, 是 等 价 的 , 试 写 出 证 明 . 


@ 但 必须 保证 我 们 的 空间 是 可 剂 分 的 . 虽然 van Kampen 定理 可 以 在 更 一 般 的 条 件 下 成 立 ( 例如 Massey 
[9] ) ,但 对 任意 拓扑 空间 则 不 真 . 
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22. 用 van Kampen 定理 证 明 “ 虹 帽 "(图 5. 11 ) 是 单 连通 的 . 
23. 设 X 是 道路 连通 可 剖 分 空间 . 贴 附 一 个 圆 盘 到 世上 ,对 基本 群 有 什么 影响 ? 
24. 设 6 为 有 限 表现 的 群 . 构造 一 个 紧 致 可 剖 分 空间 ,以 C 为 基本 群 . 


6.5 轨道 空间 的 单纯 剖 分 


设 K 为 单纯 复 形 , 它 的 单纯 形 位 于 也 "中 . 那么 只 要 知道 两 件 事 ,K 就 完全 描绘 
出 来 了 : 它 的 顶点 在 "中 的 什么 地 方 以 及 哪些 顶点 张 成 单纯 形 . 令 了 表示 天 的 顶 
点 集合 ,5 为 了 的 那 一 组 子 集 , 其 中 每 个 子 集 张 成 天 的 一 个 单纯 形 . 

二 元 组 {V,S} 叫 做 K 的 顶点 格式 (scheme)、 集 合 了 为 有 限 ,$ 具有 下 列 性 质 ， 

(a)y 的 每 个 成 员 属于 S( 顶 点 是 0 单纯 形 ) ; 

(b) 若 工 属 于 $, 则 不 的 任何 非 空子 集 属 于 S( 天 的 单纯 形 的 面 也 属于 天 ) ; 

(c)S 的 成 员 都 非 空 ,并 且 有 正 整 数 m 使 得 $ 的 每 个 成 员 至 多 包含 m+1 个 天 
的 成 员 ( 取 m 为 K 的 维 数 ). 

有 时 有 必要 按 下 述 的 步骤 造 出 一 个 单纯 复 形 : 先 确定 -- 个 非 空 有 限 集合 以 
及 了 的 一 组 子 集 $ 满足 (a) ~ (c) ,然后 将 二 元 组 {V,S}* 实 现 "为 某 欧 氏 空间 内 的 
一 个 具体 的 复 形 . 实现 的 意思 是 找 一 个 单纯 复 形 天 与 一 个 从 了 到 天 的 全 体 顶 点 的 
一 对 一 满 映射 ,使 得 5 的 成 员 恰好 对 应 于 张 成 单纯 形 的 顶点 集合 . 显然 对 于 给 定 的 
{V,S}, 任 何 两 个 实现 是 同 构 的 复 形 . 

(6. 14) 实现 定理 设 了 为 非 空 有 限 集 合 ,S 为 『 的 一 组 满足 上 述 性 质 (a) ~ 
〈《c) 的 子 集 , 则 {Y,S} 可 以 实现 为 某 一 单纯 复 形 的 顶点 格式 . 

证 明 设 了 有 下 个 元 素 ,4 为 也 一 内 的 一 个 (=-1) 单 纯 形 . 那么 了 的 元 素 与 4 


《事实 上 ,不论 丰 多 么 大 ,总 可 以 使 {T7,S} 在 E”*' 内 实现 ,见习 题 25). 

这 种 构造 复 形 的 方法 将 在 下 面 用 来 单纯 前 分 某 些 群 作 用 的 轨道 空间 ,并 将 在 
第 9 章 中 用 来 定义 紧 致 Hausdorff 空间 的 维 数 . 

有 时 ,为 一 个 群 所 作用 的 空间 可 以 那样 地 章 分 ,使 得 群 的 每 个 元 素 所 诱导 的 同 
胚 是 这 个 单纯 谢 分 之 下 的 单纯 同 胚 . 在 这 种 情形 ,我 们 说 群 的 作用 是 单纯 的 . 
图 6. 17 给 出 对 于 S* 上 的 对 径 作用 适宜 的 单纯 剖 分 ; 取 一 个 正八 面体 内 接 于 球面 ， 
用 从 球 心 出 发 的 径 向 投影 r 作为 剖 分 同 胚 . 作用 是 单纯 的 ,因为 对 径 映 射 8 : 9?_， 
5 诱导 了 八 面体 表面 到 自身 的 单纯 映射 > -dr. 其 他 单纯 作用 的 例子 如 4.4 节 所 
讲 的 Z 在 环 面 上 的 三 种 作用 ,以 及 以 透镜 空间 L(p,g) 为 轨道 空间 的 乙 在 SS 上 的 
作用 . 当 我 们 有 一 个 单纯 的 作用 时 ,我 们 要 证 明 轨道 空间 是 可 前 分 的 . 甚至 ,可 以 适 
当 安 排 使 自然 投影 是 单纯 映射 
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图 6.17 


现在 设 6 单纯 地 作用 于 X, 也 就 是 说 ,假定 存在 单纯 剖 分 h : 1 天 1 一 全 ,使 得 
hgh :1K1l 一 1K| 对 于 G 的 任何 元 素 g 来 说 是 一 个 单纯 同 胚 . 这 些 同 胚 决定 了 C 
在 IKI 上 的 一 种 作用 ,因此 ,不 妨 一 开始 就 直接 讨论 这 个 在 IKI 上 诱导 的 作用 而 把 
XX 置 于 一 旁 . 

我 们 目的 是 剖 分 轨道 空间 1K1/G. 利用 投影 p:1K1 一 1K1/G ,我们 定义 {V,S} 如 
下 :V 的 成 员 是 XK 内 顶点 的 轨道 (投影 ),V 的 子 集 ww,…, 世 属于 $, 当 且 仅 当 在 天 
内 可 以 找到 张 成 一 个 单纯 形 的 顶点 wo。,… ,v4 满足 p(v;) =w,0<i<h 不 难 核对 实 
现 定理 的 假设 成 立 , 在 某 个 欧 氏 空间 内 将 {V,5} 实 现 为 一 个 复 形 , 记 作 K/G.p 把 K 
的 项 点 映 为 KG 的 顶点 ,并 且 若 v。，,… ,vi 张 成 K 的 一 个 单纯 形 , 则 pv),…， 
Pp《v4) 张 成 KAG 的 一 个 单纯 形 . 所 以 ,p 确定 一 个 单纯 映射 s: IK1 一 1K/G1. 另 一 方 
面 ,对 于 任何 xe IKI ,ge 6G, 我 们 有 sg(x) =s(x) ,因此 s 诱导 了 映射 

vil Kl /Gs K/Gl. 
最 好 用 一 个 图 表 ( 如 下 图 ) 来 表示 目前 的 情况 . 
| 天 1 
p $s 
IKNG 7 1K/G | 

显然 是 满 映射 ,并 且 由 定理 (4. 1) 知 其 连续 , 当 且 仅 当 * 连续 . 但 s 为 单纯 映 
射 , 从 而 连续 . 若 沙 为 一 对 一 , 则 按 定理 (3.7) 必 为 同 胚 ,并 给 出 一 个 剖 分 

wy :| K/GI—s KI /GC. 

一 般 来 说 水 不 一 定 一 对 一 . 例如 ,在 图 6. 17 中 ,空间 1IKIZG 同 胚 于 射影 平面 ， 
而 1KZC1 是 一 个 圆 盘 . 但 是 , 若 将 天 换 成 它 的 第 二 次 重心 重 分 KR, 则 相应 的 映射 
站 :1K1/G 一 1KR/G1 是 一 对 一 的 (习题 28 和 习题 29 ). 

设 h : |KI/C 一 X/G 为 h 所 诱导 轨道 空间 之 间 的 同 胚 , 则 

hy: K/GIo >X/G 
为 轨道 空间 XG 的 一 个 单纯 剖 分 . 不 仅 如 此 ,有 可 交换 图 表 
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[IR’!| he 下 


:| I" 


[KYG| 一 > X/G 
hy 


其 中 7 是 自然 粘 合 映射 (说 图 表 可 交换 是 指 zrh(x) = 全 W's(x) 对 一 切 xe 1K?1). 
映射 是 单纯 的 ,并 且 它 保持 K* 内 单纯 形 的 维 数 ,因为 对 于 K* 内 一 个 单纯 形 的 两 
个 不 同 的 项 点 不 能 有 G 内 的 元 素 把 其 中 一 个 映 成 男 一 个 . 


习 题 


25. 设 {Y,S 满足 实现 定理 中 的 假设 ,并 把 了 的 成 员 记 作 wm ,…,w%. 车 x, 表示 了 "关内 的 点 (让 己 ， 
瑟 ,让 ) ,证 明 点 %，… ,x 内 的 任何 2m +2 个 点 处 于 一 般 位 置 ,从 而 证 明 对 应 vo 可 用 来 
在 E”*' 内 实现 {V,S} 

26. 按 习 题 25 ,任何 1 维 复 形 的 顶点 格式 可 以 在 EB? 内 实现 . 找 出 一 个 1 维 复 形 , 它 的 顶点 格式 不 
能 在 EF 内 实现 . 

27. 考虑 $ 上 的 对 径 映 射 以 及 图 6. 17 中 的 齐 分 . 证 明 上 映射: 1K1/G—1K'/G1 同 胚 ,并 画 出 这 样 
得 到 的 射影 平面 的 前 分 . 

28. 证 明 映 射 儿 :1IKIZG 一 1AZCGI 同 胚 , 当 且 仅 当 C 在 IKI 上 的 作用 满足 : 
(a)K 内 每 个 1 单纯 形 的 顶点 不 在 同一 轨道 上 ; 
(b) 若 顶点 ww,… ,viya 与 0,…,vi,b 各 张 成 K 的 单纯 形 ,并 且 a,6 在 同一 轨道 上 , 则 存在 

8 eC, 使 得 对 于 0<is<k,g(v) =v.,g(a) =b. 
29. 验证 如 果 将 天 换 为 它 的 第 二 次 重心 重 分 , 则 习题 28 的 条 件 (a) 与 (8) 总 是 满足 的 . 


6.6 无 穷 复 形 


到 现在 为 止 ,我 们 的 单纯 复 形 只 包含 有 限 多 个 单纯 形 . 为 了 能 够 处 理 有 关 非 紧 
致 空间 的 问题 ,应 在 这 方面 放宽 一 些 , 允许 某 些 无 穷 多 单纯 形 的 集合 也 看 作 复 形 . 

我 们 仍然 坚持 复 形 是 由 某 有 限 维 欧 氏 空间 内 很 好 地 拼合 起 来 的 单纯 形 所 构 
成 ,并 且 要 求 这 些 单纯 形 的 并 集 是 这 个 欧 氏 空间 中 的 闭 集 . 如 果 天 是 也 "中 这 样 一 
组 单纯 形 , 则 我 们 可 以 给 它们 的 并 集 以 诱导 拓扑 得 到 一 种 拓扑 空间 1K1. 另 一 种 同 
样 自然 的 办 法 是 把 K 的 各 个 单纯 形 分 开 考 虑 ,每 个 都 给 以 从 FE” 诱导 来 的 拓扑 , 然 
后 给 它们 的 并 集 以 粘 合 拓扑 . 我 们 曾 在 引 理 (6. 3) 看 到 ,当天 有 限时 ,这 两 种 方式 
得 到 同一 的 拓扑 空间 . 但 是 ,如 果 人 允许 天 为 无 穷 , 则 很 可 能 得 出 不 同 的 结果 . 事实 
上 ,在 图 4.2 已 经 指出 一 个 特殊 的 1 维 的 例子 ,说 明 两 种 结果 的 不 同 . 

这 里 给 出 无 穷 复 形 的 一 个 尝试 性 的 定义 ,并 不 算 最 广义 的 ,但 对 我 们 的 需要 来 
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说 已 经 足够 . 

(6.15) 定义 欧 氏 空间 E" 内 一 个 由 单纯 形 构成 的 无 穷 集 合 , 如 果 满 足下 列 
条 件 就 叫做 无 穷 单纯 复 形 : 

(a) 车 某 个 单纯 形 属于 这 个 集合 , 则 它 所 有 的 面 也 属于 该 集合 ; 

(b) 这 个 集合 的 单纯 形 很 好 地 拼合 ; 

(c) 这 个 集合 全 体 单纯 形 的 并 集 是 FE" 内 的 闭 集 ; 

(《d) 在 这 个 并 集 上 ,诱导 拓扑 与 炸 合 拓扑 重合 . 

作为 无 穷 复 形 的 一 个 简单 的 例子 , 取 好 内 的 长 条 {(x*,y)10<ys<l1}, 如 图 6 18 那 
样 分 成 三 角形 . 


6.18 

(6.16) 定理 设 尺 为 E" 内 的 无 穷 单纯 复 形 ,以 I1KI 表 示 它 的 多 面体 , 则 

(a)K 是 有 限 维 的 ; 

(b)K 的 单纯 形 总 数 是 可 数 的 ; 

(c)K 是 局 部 有 限 的 (就 是 说 ,K 的 每 个 顶点 只 在 有 限 多 个 单纯 形 上 ); 

(d)E" 的 每 一 点 有 那样 的 邻 域 , 它 至 多 只 与 有 限 多 个 尺 的 单纯 形 相 交 . 

证 明 (a) 由 于 KK 在 E" 内 , 它 不 能 含有 任何 维 数 大 于 nn 的 单纯 形 ,因此 ,K 的 
维 数 最 多 是 n. 

(b) 我 们 对 单纯 形 的 重心 计数 ,证 明 K 至 多 含有 可 数 多 个 单纯 形 . 由 于 1K1 的 
拓扑 与 粘 合 拓扑 相同 ,K 的 各 单纯 形 重心 共同 在 也 "内 构成 一 个 离散 集合 . 因此 ,在 


的 球 就 看 出 重心 的 总 数 是 可 数 的 . 

(c) 设 知 K 不 是 局 部 有 限 的 , 则 有 顶点 wv, 它 是 K 内 无 穷 多 个 单纯 形 41 ,4,,… 
的 项 点 . 对 于 每 个 i 设 % 是 4; 内 部 的 一 点 ,并 且 它 到 vw 的 距离 不 大 于 1 集合 {x,} 在 
内 必定 有 一 个 府 点 ,比如 说 点 p, 但 由 于 IKI 具 有 粘 合 拓扑 ,p 不 能 在 IK1 内 . 这 与 
IKI 为 EF” 内 的 闭 集 相 了 矛盾 . 

(d) 奉 xg1K1, 则 E" -1KIl 是 x 的 一 个 邻 域 (1K1 是 闭 集 ) ,与 1K1 不 相交 . 若 
xXe 1Kl, 选 的 顶点 v, 使 得 x e star(2 ,天 ). 由 于 star(v,K) 是 IKI 的 开 集 ,有 E" 的 开 
集 0 使 得 

star(v,K) = O ml KI, 
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并 且 按 (e) ,0 只 与 XK 的 有 限 多 个 单纯 形 相 交 . 

单纯 前 分 与 单纯 映射 的 概念 可 以 像 以 前 一 样 下 定义 . 一 个 非 紧 致 空间 现在 也 
可 能 是 可 单纯 剖 分 的 ,但 根据 定理 (6. 16 ) 的 (e) ,这 个 空间 必须 是 局 部 紧 致 的 ,也 
就 是 说 ,每 点 有 一 个 紧 致 邻 域 . 我 们 将 看 出 ,本 章 的 不 少 结果 在 这 个 更 广 的 基础 上 
仍然 成 立 . 

注意 我 们 证 明 单 纯 逼 近 定理 (6. 7) 时 十 分 倚重 于 定义 域 复 形 天 的 有 限 性 (我 
们 需要 1KI 的 紧 致 性 ) ,但 是 值 域 工 即使 是 无 穷 复 形 , 也 没有 妨碍 . 因此 我 们 可 以 证 
明 无 穷 复 形 的 棱 道 群 同 构 于 复 形 多 面体 的 基本 群 ,并 且 像 有 限 情形 一 样 地 写 下 群 
的 生成 元 与 关系 . 但 是 , 棱 道 群 就 不 一 定 是 能 够 有 限 表现 的 群 了 . 

例如 ,若是 在 实数 轴 的 每 个 整数 点 贴 附 一 个 小 圆周 ,并 按 图 6. 19 单纯 剂 分 ， 
则 它 的 基本 群 是 具有 可 数 多 个 生成 元 的 自由 群 . ( 取 整 个 实数 轴 以 及 每 个 三 角形 
的 两 条 边 就 得 到 含有 天 的 全 体 顶 点 的 一 个 极 大 树 形 . 剩 下 的 边 给 出 xr, (了 ) 的 生成 
元 ,并 且 由 于 天 没有 2 维 单纯 形 , 所 以 这 些 生成 元 之 间 不 存在 关系 . ) 把 轴 缩 为 一 
点 ,可 见 蕊 与 可 数 多 个 圆周 碰 在 一 点 具有 相同 的 同 伦 型 . 


RE 二， 
O 
0 


图 6.19 

者 {V,S} 为 无 穷 复 形 的 顶点 格式 , 则 V 是 可 数 集 ,并 且 除 6. 5 节 的 性 质 (a) -~ 
(c) 外 ,还 具有 性 质 : 

《9d)7 的 每 个 成 员 只 属于 有 限 多 个 5 的 成 员 (K 是 局 部 有 限 的 ). 
实现 定理 (6. 14) 仍然 成 立 . 当然 ,我 们 对 于 有 限 的 情形 所 给 的 证 明 现在 不 适用 了 ， 
因为 K 可 以 有 无 穷 多 个 顶点 ,但 是 习题 25 的 方法 依然 有 效 . 

关于 轨道 空间 可 剖 分 性 的 讨论 也 可 以 允许 使 用 无 穷 复 形 ,这 一 点 请 读者 自己 
加 以 论证 . 这 样 就 可 以 考虑 更 多 个 单纯 作用 的 例子 . 整数 按 加 法 在 实数 轴 上 的 作用 
是 单纯 的 ,这 只 需 在 每 个 整数 点 引进 一 个 顶点 而 将 实数 轴 剖 分 即 可 . 结晶 体 群 在 平 


人 
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面 上 的 作用 是 单纯 的 ,这 只 需 将 基本 区 域 分 成 几 块 三 角形 ,并 且 根 据 群 的 作用 来 确 
定 怎样 分 . 如 果 群 是 由 一 个 平移 以 及 一 个 与 之 正 交 的 滑动 反射 生成 , 则 基本 区 域 可 
取 作 一 个 长 方形 ,所 得 出 的 对 平面 的 前 分 如 图 6. 20 所 示 . 


图 6.20 

设 玉 为 两 个 生成 元 x,y 所 生成 的 自由 群 , 令 了 = 屎 ,并 且 约 定 $ 包括 五 的 成 员 ， 
以 及 玉 中 满足 下 列 条 件 的 元 素 对 g,h:h-'g 等 于 x,x-1,y,y-! 之 中 的 一 个 . 实现 
{V,S} 得 到 一 个 1 维 复 形 7. 则 了 是 连通 的 ,因为 F 的 任何 成 员 可 以 通过 有 限 次 右 
乘 以 x,x” ,y,y "之 一 得 到 . 而 且 , 了 还 必须 是 单 连通 的 ,因为 了 中 的 任何 环 道 将 给 
出 下 的 一 个 非 平凡 的 关系 ,但 下 是 自由 的 . 所 以 了 是 一 个 树 形 . 

复 形 了 事实 上 可 以 在 平面 内 实现 ,我 们 在 图 6. 21 中 示意 怎样 作 . 当然 不 可 能 
把 整个 的 了 画 出 来 ! 我 们 将 称 7 为 泛 宇 电视 天 线 . 


图 6.21 


厂 按 左 乘 而 自己 作用 (& 将 hh 送 到 gh) ,显然 诱导 了 正在 171 上 的 单纯 作用 , 轨 
道 空间 171/ 刀 是 两 圆周 的 一 点 并 集 . 恰好 ,这 第 二 次 证 明了 两 圆周 一 点 并 集 的 基本 
群 是 Z* 包 ,因为 在 7 上 的 作用 适合 定理 (5. 13 ) 的 假设 . 其 次 , 设 甩 为 的 子 群 ， 
则 石 作用 于 7, 按 6.5 节 的 结果 ,可 以 剖 分 轨道 空间 171/H 成 一 个 1 维 单纯 复 形 . 
按 定理 (5. 13) ,这 个 轨道 空间 的 基本 群 正好 是 玉 由 于 1 维 复 形 的 基本 群 是 自由 
的 ,从 而 导出 互 是 自由 群 . 于 是 证 明了 下 面 的 结果 . 
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(6. 17) 定理 ”两 个 元 素 所 生成 自由 群 的 任何 子 群 为 自由 群 . 

这 是 Nielsen-Schreier 定理 的 一 个 特殊 情形 ,这 个 定理 说 明 自 由 群 的 子 群 是 自 
由 群 . 关于 这 方面 更 多 的 情况 见习 题 34. 

本 章 最 后 给 出 定理 (5. 13) 的 一 个 推广 . 设 C 单纯 地 作用 于 道路 连通 可 剖 分 空间 碾 ， 
并 且 设 下 是 G 的 那 种 元 素 所 生成 的 正规 子 群 ,它们 使 空间 X 内 至 少 有 一 点 不 动 . 

(6. 18) 定理 若 铸 单 连通 , 则 轨道 空间 XX/G 的 基本 群 同 构 于 商 群 G/F. 

定理 的 证 明 将 分 成 小 步骤 安排 在 习题 37 ~ 40 中 . 作为 一 个 例子 ,考虑 图 4.5 
中 所 示 的 由 3 个 回转 生成 的 结晶 体 群 . 由 于 这 3 个 生成 元 各 有 一 个 不 动 点 ,6 与 F 
重合 . 因此 轨道 空间 (2 维 球面 ) 单 连通 . 


习 题 


30. 用 图 4. 5 所 示 的 结晶 体 群 在 平面 上 的 作用 , 求 出 相应 于 球面 . 环 面 与 Klein 瓶 的 单纯 剖 分 . 

31. 验证 图 6. 21 所 示 的 构造 确实 可 作出 7 在 EF? 内 的 实现 . 

32. 证 明 在 EF 内 如 下 给 出 的 单纯 形 集合 不 是 一 个 单纯 复 形 . 对 于 每 个 正 整数 n 有 一 个 连接 (1/n， 
0) 到 (1/n,1) 的 垂直 1 单纯 形 , 以 及 一 个 以 (1/n,0) ,(1/(n+1) ,1) 为 顶点 的 斜 1 单纯 形 . 此 
外 ,在 y 轴 上 还 有 一 个 连接 (0,0) 到 (0,1) 的 1 单纯 形 . 如 果 将 y 轴 上 的 1 单纯 形 握 弃 ,是 否 就 
得 到 一 个 单纯 复 形 ? 

33. 复式 空间 (图 5. 10) ,或 图 3. 4 所 示 空 间 能 否 用 无 穷 单纯 复 形 剖 分 ? 

34. 证 明 具 有 可 数 多 个 生成 元 的 自由 群 是 乙 * Z 的 子 群 ,由 此 导出 这 个 群 的 任何 子 群 是 自由 群 

35. 同 胚 :XX 叫做 逐 点 周期 同 胚 ,假如 对 于 每 点 xe XX 有 正 整 数 n, ,使 得 h(x) =x. hh 叫做 周 
期 同 胚 ,假如 有 正 整 数 ,使 得 h" =1x. 证 明 车 了 为 有 限 复 形 的 多 面体 ,并 且 若 为 单纯 同 
胚 , 则 逐 点 周期 性 蕴涵 周期 性 , 找 一 个 连通 的 无 穷 复 形 ,以 及 IKI 的 一 个 逐 点 周期 单纯 同 胚 
但 不 是 周期 同 胚 . 

36. 紧 致 空间 的 逐 点 周期 同 胚 是 否 必 然 是 周期 则 胚 ? 当心 ! (我 们 可 以 指出 , 欧 氏 空间 的 任何 逐 
点 周期 同 胚 是 周期 的 ,但 是 证 明 很 难 . ) 

37. 设 6 是 由 空间 XX 的 同 胚 所 构成 的 群 . 若 N 是 G 的 正规 子 群 ,证 明 G/N 自然 地 作用 于 X/N, 并 


且 X/C 同 胚 于 CN 若 忆 是 6 内 所 有 具有 不 动 点 的 元 素 所 生成 的 正规 子 群 ,证 明 G/F 自由 


地 作用 于 XAF, 所 谓 自 由 地 作用 即 只 有 群 的 单位 元 素 才 有 不 动 点 . 

38. 除了 习题 37 的 假设 ,再 设 X 为 单 连通 多 面体 ,6 单纯 地 作用 ,并 且 可 以 单纯 前 分 X/G, 使 得 
投影 p :XX/G 是 单纯 的 . 取 匀 的 一 个 顶点 作为 基点 ,并 定义 :Gm (X/G,p(2v) ) 如 下 : 
对 于 geC, 用 式 内 的 棱 道 已 连接 "到 8g(>) , 则 由 (8) 是 棱 环 道 p( 五 ) 的 同 伦 类 . 证 明 是 同 
态 , 并 且 下 的 每 个 成 员 被 $ 映 为 单位 元 素 . 还 证 明 由 是 满 同 态 . 

39. 在 习题 38 的 假设 之 下 ,证明 XAF 为 单 连通 ,并 且 G/F 在 X/F 上 的 作用 适合 定理 (5. 13 ) 的 假 
设 . 

40. 导出 定理 (6. 18). 
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7.1 分 类 


在 数学 里 对 一 种 对 象 进行 完全 分 类 的 定理 往往 是 最 重要 且 最 能 使 人 产生 美感 
的 . 这 样 的 结果 实际 上 相当 稀有 ,这 就 更 让 人 觉得 其 可 贵 . 作为 具体 的 例子 我 们 有 : 
有 限 生成 的 交换 群 除 同 构 以 外 可 以 根据 它们 的 秩 数 与 挠 系数 来 分 类 ,二 次 型 可 以 
用 它们 的 秩 数 与 符号 差 来 分 类 , 正 多 面体 除 相 似 性 可 以 用 每 个 面 的 棱 数 与 过 每 个 
顶点 的 面 数 来 分 类 . 可 以 说 ,不 可 能 将 拓扑 空间 按 同 胚 分 类 ,或 甚至 按 同 伦 等 价 来 
分 类 . 但 是 ,我 们 能 够 给 出 闭 曲面 的 完全 分 类 . 

曲面 叫做 闭 的 ,假如 它 是 紧 臻 .连通 的 ,并 且 没 有 边界 ; 换 句 话说 , 它 是 紧 致 . 连 
通 Hausdorff 空间 ,每 点 有 邻 域 同 胚 于 平面 . 当 我 们 说 可 以 将 这 种 空间 分 类 时 ,意思 
是 指 可 以 列 出 一 个 标准 闭 曲面 的 表 ( 虽 然 是 一 个 无 穷 的 表 ) , 表 上 每 两 个 曲面 不 同 
胚 ,并 且 任 意 拿 一 个 闭 曲 面 来 , 必 可 找 出 表 上 的 一 个 曲面 与 它 同 胚 . 

回忆 (第 1 章 中 的 ) 闭 曲面 分 类 定理 . 

(7.1) 分 类 定理 ”任何 闭 曲 面 必 同 胚 于 或 者 球面 ,或 者 球面 添上 很 多 个 环 柄 ， 
或 者 球面 挖 掉 有 限 多 个 圆 盘 而 补 上 Mibius 带 . 这 些 曲 面 之 中 的 任意 两 个 是 不 同 

在 球面 上 添加 一 个 环 柄 的 意思 是 除去 一 对 不 相交 圆 盘 
的 内 部 ,然后 将 一 个 圆柱 面 的 两 个 边界 圆周 焊接 到 球面 上 
所 开 两 个 润 的 边缘 上 ,如 图 7. 1 所 示 . 再 添加 环 柄 , 则 添 在 
球面 男 外 的 部 分 . 环 柄 (或 Mabius 带 ) 无 论 添 在 什么 地 方 都 
不 影响 最 后 结果 ,我 们 将 在 7. 5 节 中 仔细 证 明 这 一 点 . 注意 
环 柄 是 怎样 贴 附 的 . 如 果 我 们 在 圆柱 面 的 边界 圆周 以 及 球 
面 上 圆 孔 的 边缘 都 标 上 箭头 来 说 明 怎样 粘 合 ,那么 当 柱 面 
边界 圆周 上 箭头 指 的 方向 相同 时 ,球面 上 两 个 圆 孔 边 缘 上 
的 箭头 则 是 指 两 个 相反 的 方向 . 

自然 要 问 ， 当 我 们 焊接 某 一 环 柄 时 , 如果 把 球面 上 两 个 圆周 之 一 的 箭头 反 过 
来 ,从 而 使 球面 上 这 两 个 圆周 有 相同 的 指向 ,将 会 产生 什么 结果 . 在 球面 上 取 一 个 
圆 盘 把 已 经 开 的 两 个 孔 的 边界 圆周 包含 在 内 部 , 则 两 种 可 能 性 在 图 7.2 中 显示 出 


7.1 
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来 . 图 7. 2a 同 胚 于 穿孔 的 环 面 ,图 7.2b 同 胚 于 穿孔 的 Klein 瓶 . 因此 ,添加 一 个 环 
柄 相当 于 从 球面 与 环 面 各 挖 去 一 个 开 圆 盘 , 然后 将 得 出 的 两 个 边界 圆周 焊接 在 一 
起 . 初 看 起 来 ,焊接 时 似乎 做 了 某 种 选择 . 因为 如 果 在 球面 的 圆周 上 标明 箭头 之 后 ， 
环 面 上 的 圆周 可 以 有 两 种 不 同 的 方向 . 但 是 ,穿孔 环 面 到 自身 可 以 有 同 胚 使 边界 圆 
周 的 已 给 方向 反 过 来 (图 7. 3a) ,因此 两 种 可 能 性 给 出 的 答案 是 互相 同 胚 的 


图 7.2 
”和 一 也 
(a) 关于 本 节 所 在 平面 的 反射 击 (b) 绕 48 轴 旋 转 r 
图 7.3 


若 圆柱 面 按 另 一 种 方式 像 图 7. 2b 画 的 那样 贴 附 , 则 我 们 必须 取 一 个 穿孔 的 
Klein 瓶 , 将 它 的 边界 圆周 焊接 到 球面 上 一 个 圆 洞 的 边缘 上 . 同 前 面 一 样 ,焊接 两 个 
圆周 时 ,箭头 方向 的 选取 不 产生 影响 . 但 我 们 知道 ,Klein 瓶 可 以 从 两 个 Mobius 带 
沿边 界 圆 周 拼合 而 得 到 ,或 者 等 价 地 说 (图 1. 18 ) ,在 一 个 圆柱 面 的 每 个 边界 圆周 
上 焊接 一 个 Mibius 带 而 得 到 . 因此 ,穿孔 的 Klein 瓶 可 以 看 作 一 个 圆 盘 在 内 部 打 了 
两 个 了 筷 ,然后 在 每 个 孔 上 粘 补 一 个 Mabius 带 . 这 就 说 明 ,把 一 个 圆柱 面 按 那 个 “ 错 
了 向 的 方式 ”焊接 到 球面 上 相当 于 在 球面 上 挖 去 两 个 不 相交 的 开 圆 盘 ,然后 在 每 
个 洞 上 粘 补 一 个 Mabius 带 . 由 于 Mobius 带 到 自身 有 使 边界 圆周 方向 逆转 的 同 胚 
(图 7.3b) ,因此 ,不 管 怎么 粘 补 这 两 个 M5bius 带 都 得 到 同样 的 结果 . 

上 面 对 于 在 球面 上 添加 环 柄 和 粘 补 Mibius 带 所 起 的 效果 作 了 直观 的 描述 ;为 
了 完备 ,还 应 当 考 虑 这 两 种 手术 混合 起 来 作 的 情况 . 假定 我 们 已 经 把 一 个 圆 盘 换 成 
了 一 个 Mobius 带 ,然而 我 们 决定 再 添 一 个 环 柄 . 那么 ,在 现在 的 情况 下 ,不 管 是 按 
图 7. 2a 的 方式 ,还 是 按 图 7. 2b 的 方式 去 操作 ,其 结果 是 一 样 的 . 因为 , 设 Mabius 
带 为 , 设 我 们 要 在 它 上 边 贴 附 圆柱 面 的 圆 盘 为 九 从 M 的 边界 圆周 上 的 一 点 到 亡 
的 边界 上 的 某 一 点 用 一 条 驯 相 连 , 然 后 将 这 条 弧 略 微 变 厚 成 为 一 小 条 带子 B, 如 


@ 要 严谨 的 读者 将 会 注意 到 在 本 节 中 多 次 用 到 下 列 的 初等 命题 . 设 已 给 空间 XY,4CY,BC2Z, 连 续 映射 
:4 一 X，g: B 一 X, 以 及 满足 h(8) =4 与 记 =g 的 同 胚 关 :2 一 Y, 则 XU/7 同 胚 于 XU,，2. 


图 7.4 所 示 . 则 MUBUD 是 一 条 M6bius 带 , 剩 下 只 需 证 明 图 7.5 中 的 两 个 空间 是 
同 胚 的 . 沿 着 xy 直线 段 将 它们 切 开 就 不 难看 出 二 者 都 是 在 长 方形 上 按 同样 方式 贴 
附 上 一 条 管子 . 


图 7.5 


现 将 我 们 的 讨论 概括 为 下 面 的 结果 . 
(7.2) 定 理 对 球面 添加 m 个 环 栖 , 并 且 将 mn( >0) 个 不 相交 的 圆 盘 换 成 Mibius 
带 , 所 得 的 曲面 就 是 在 球面 上 将 2m +n 个 不 相交 圆 盘 换 成 Mibius 带 的 结果 . 


习 题 


1. 在 图 7.6 中 显示 了 "交叉 帽 "的 构造 . 证 明 ,在 球面 上 穿 一 个 洞 ,并 粘 补 上 一 个 交叉 帽 就 给 出 射 
影 平 面 在 也 内 带 有 自身 交叉 的 一 种 表示 法 . 


图 7.6 

. 设 X 是 5 外 添 一 点 p 所 得 的 集合 . 8 里 点 的 令 域 如 同 平常 ,而 p 的 邻 域 是 形 如 [ U - | (050， 
1 ] U {fp} 的 集合 ,其 中 U 是 (0,0,1) 在 5 内 的 一 个 邻 域 . 证 明和 不 是 Hausdorf 空间 ,但 局 部 
同 胚 于 平面 . 把 站 叫做 一 个 曲面 有 道理 吗 ? 

. 两 个 曲面 的 连通 和 定义 如 下 . 从 每 个 曲面 控 去 一 个 圆 盘 ,并 将 所 得 到 的 两 个 边界 圆周 用 圆柱 
面相 连接 . 假定 这 种 方法 是 有 确切 意义 的 (也 就 是 说 ,不 管 在 何 处 控 去 圆 盘 , 以 及 怎样 焊接 圆柱 
面 ,结果 都 一 样 ,所 得 的 都 是 同 胚 的 曲面 ). 证 明 环 面 与 自己 的 连通 和 是 添上 两 个 环 柄 的 球面 ,射影 
平面 与 自己 的 连通 和 是 一 个 Klein 瓶 . 


[ed 


[2 


4. 环 面 与 射影 平面 的 连通 和 是 什么 ? 
7.2 单纯 剖 分 与 定向 


为 了 能 够 进一步 讨论 ,需要 假设 我 们 的 曲面 是 可 单纯 剖 分 的 . 1925 年 Rado 证 
明了 一 个 经 典 的 结果 :每 个 紧 致 曲面 可 以 单纯 前 分 . 这 里 我 们 不 想 给 出 证 明 ?; 我 
们 只 是 把 证 明 思 想 大 略 地 提 一 下 , 略 去 那些 复杂 ,甚至 有 点 繁琐 的 细节 . 

考虑 把 闭 曲面 3 单纯 谢 分 的 问题 . 由 于 $ 紧 致 并 且 局 部 同 胚 于 平面 ,我 们 可 以 
找到 5 内 有 限 多 个 闭 圆 盘 , 使 它们 的 并 集 就 是 S. 为 了 避免 两 个 圆 盘 之 间 构 成 环形 
区 域 ,凡是 整个 落 在 别 的 圆 盘 内 部 的 圆 盘 一 律 舍弃 . 假定 (这 是 困难 所 在 ) 我 们 能 
安排 确保 这 些 圆 盘 的 边界 在 下 述 意义 之 下 两 两 很 好 地 相交 , 即 如 果 两 个 圆 盘 的 边 
界 相 交 , 则 它们 交 于 有 限 多 个 点 与 有 限 多 个 弧 . 这 并 非 必然 :例如 像 x sin( 1/x) 这 
样 的 曲线 与 * 轴 在 原点 附近 相交 的 情况 . 于 是 各 圆 盘 边界 的 并 集 自 然 地 分 成 了 一 
组 弧 , 我 们 先 在 每 三 条 或 更 多 条 弧 相 交 之 点 引进 一 个 顶点 ,然后 再 在 每 条 弧 的 中 点 
引进 一 个 顶点 (图 7.7a). 这 样 就 产生 了 我 们 所 要 的 单纯 放 分 的 大 部 分 顶点 和 楼 . 
为 了 要 把 单纯 齐 分 中 的 三 角形 也 都 确定 下 来 ,我 们 注意 5 很 好 地 分 成 了 同 胚 于 圆 
盘 的 分 区 . 于 是 只 需 把 每 个 分 区 作为 以 某 个 内 点 为 尖顶 的 锥 形 来 剖 分 就 完成 整个 
5 的 单纯 前 分 了 ,如 图 7. 7b. 所 有 这 些 看 起 来 似乎 都 不 难 , 不 过 我 们 强调 一 下 , 找 出 
适当 的 圆 盘 覆盖 需要 用 到 较 深 刻 的 结果 ,包括 Jordan 曲线 定理 的 一 个 比较 强 的 
变 体 . 


图 7.7 
从 现在 起 假定 所 有 的 曲面 是 可 单纯 剖 分 的 . 设 5 为 闭 曲 面 ,h:1K1 一 S$ 为 $ 的 
一 个 单纯 齐 分 . 可 以 预期 玉 具 有 某 些 优良 的 性 质 . 它 的 维 数 是 2, 并 且 按 下 述 的 意 
义 连通 , 即 任意 两 个 项 点 可 用 一 条 楼 道 相连 ;每 条 楼 恰好 是 两 个 三 角形 的 面 ;并 且 
每 个 顶点 在 至 少 3 个 三 角形 上 ,这 些 三 角形 凑 在 一 起 构成 一 个 以 该 顶点 为 尖顶 的 
锥 形 , 锥 底 是 一 条 简单 闭 多边 形 曲线 (如 图 7. 8 所 示 ). 用 上 面 粗略 提 过 的 方法 所 
造 出 的 单纯 剖 分 自动 具有 这 些 性 质 , 但 是 ,也 可 以 直接 验证 闭 曲 面 的 任何 单纯 剖 分 


中 读者 可 在 Doyle and Moran[ 25 ] 找到 一 个 简单 证 明 . 
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都 有 这 些 性 质 (见习 题 7). 具有 这 4 个 性 质 的 复 形 叫做 组 合 曲面 . 
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图 7.8 图 7.9 


现在 我 们 转 而 考虑 定向 的 概念 . 图 7. 9 显示 当 我 们 把 一 个 给 定 旋转 方向 的 小 
圆 沿 着 Mabius 带 的 中 心 圆 运行 一 周 时 发 生 了 什么 . 结果 是 小 圆 的 旋转 方向 变 成 与 
出 发 时 相反 的 了 . 由 于 这 个 原因 ,包含 Mibius 带 作为 子 空 间 的 曲面 叫做 是 不 可 定 
向 的 . 像 环 面 那样 不 包含 Mibius 带 ,并 且 , 沿 着 它 上 面 的 任何 简单 闭 曲线 把 一 个 定 
向 的 小 圆 运 行 一 周 后 永远 使 小 圆 保持 原来 定向 不 变 的 曲面 则 叫做 是 可 定向 的 . 

利用 曲面 的 可 剖 分 性 ,我 们 可 以 从 男 一 方面 探讨 这 个 概念 . 对 于 一 个 三 角形 可 
以 有 两 种 方法 来 定向 ,或 者 说 ,给 出 旋转 方向 . 图 7. 10 显示 了 这 两 种 可 能 性 ;表达 
三 角形 定向 的 方式 可 以 用 箭头 ,或 者 ,要 严格 的 话 , 把 三 角形 的 顶点 排 成 适当 的 次 
序 . 当然 ,如果 选取 次 序 wm yz 来 确定 某 个 定向 , 则 必须 把 经 过 循环 排列 而 得 到 
的 次 序 vw ,v0 ,v0 与 oz 看 作 是 代表 同一 个 定向 的 . 


vy] V1 
vo V2 vo v2 
7.10 


这 个 想法 对 任何 维 数 的 单纯 形 都 适用 . 设 4 是 一 个 一 般 的 单纯 形 , 把 它 的 两 
种 顶点 次 序 当 作 是 等 价 的 ,假如 它们 之 间 差 一 个 偶 置 换 ( 除 非 4 只 有 一 个 顶点 ). 
恰好 有 两 个 等 价 类 ,它们 每 一 个 就 叫做 4 的 一 个 定向 . 当然 ,单独 一 个 顶点 就 只 能 
有 一 个 定向 ,现在 假设 选 定 了 顶点 的 一 个 排列 次 序 , 比 如 说 ,v6 ,v1 ，,… ,vi ,从 而 给 出 
了 4 的 一 个 定向 , 设 8 为 4 的 处 于 顶点 v 对 面 的 那个 面 ,或 者 说 ,舍弃 ww 而 得 到 的 
面 , 则 8 的 顶点 集合 也 自动 地 得 到 了 一 个 次 序 . 车 i 为 偶数 ,这 个 顶点 次 序 所 确定 
的 B 的 定向 叫做 是 从 4 诱导 来 的 定向 . 车 i 为 奇数 , 则 取 B 的 另外 那个 定向 作为 诱 
导 定 向 . 最 简单 的 情形 是 当选 定 三 角形 的 定向 之 后 ,在 三 角形 的 每 条 边 上 也 给 出 了 
指向 . 不 难看 出 ,这 个 定义 只 与 4 的 定向 有 关 , 不 依赖 于 选 哪个 具体 的 顶点 次 序 来 
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代表 这 个 定向 . 

组 合 曲面 天 叫做 可 定向 的 ,假如 可 以 使 天 所 有 的 单纯 形 相 容 地 定 出 向 来 . 相 
容 是 指 每 两 个 相 邻 的 三 角形 在 它们 的 公共 边 上 总 是 诱导 出 相反 的 定向 . 图 7. 11 阐 
明了 这 个 定义 . 请 读者 自己 对 环 面 与 Klein 瓶 的 单纯 前 分 进行 实验 :对 于 环 面 使 三 
角形 相 容 地 定向 不 致 于 碰 到 任何 困难 ;在 Klein 瓶 的 情形 , 则 总 是 办 不 到 . 


“45> < 


相 容 不 相 容 
7. 11 

阁 h:1K1 一 5 是 可 定向 曲面 $ 的 单纯 前 分 , 则 复 形 K 必然 是 可 定向 的 . 这 可 以 
照 下 面 的 方式 看 出 . 任 取 天 的 2 单纯 形 并 选 定 一 个 定向 ,使 与 它 相 邻 的 单纯 形 相 
容 地 定向 ,如 此 继续 下 去 扩展 定向 单纯 形 的 范围 ,直到 天 的 一 切 2 单纯 形 都 相 容 
地 定 了 向 ,不 至 于 中 途 受阻 而 作 不 下 去 . 因为 车 不 然 ,就 有 一 序列 不 同 的 2 单纯 形 
41 ,4, ,… ,4A; 使 得 

(a)4， 与 4 有 一 个 公共 边 ,1 <i<h-1; 

(b) 4 与 4 有 一 个 公共 边 ; 

(0) 当 1<i<hk -1 时 ,4; 与 4,,1 的 定向 是 相 容 的 ,但 41,4, 的 定向 不 相 容 . 

把 4， 的 重心 与 边 2 NA, 以 及 边 4, 败 4,,, 的 中 点 用 直线 相连 ; 当 i=1 时 A,.) 
理解 为 4,; 当 i = 大 时 4 理解 为 4. 这 就 给 出 了 1KI 内 的 一 条 多 边 形 简单 闭 道 路 ， 
把 它 略 微 增 厚 而 得 到 一 个 窗 条 形 (图 7. 12). 由 于 除 4, 与 4; 外 ,各 三 角形 的 定向 
是 相 容 的 ,这 个 罕 条 形 是 1K1 内 的 一 条 Mabius 带 ,这 与 $ 为 可 定向 曲面 的 假设 
矛盾 . 


图 7. 12 


第 8 章 还 要 回 到 曲面 定向 的 问题 ,将 证 明 若 闭 曲面 $ 可 以 被 一 个 可 定向 组 合 
曲面 单纯 剖 分 , 则 5 在 任何 其 他 单纯 前 分 也 是 可 定向 的 . 

我 们 曾 用 到 在 组 合 曲面 内 将 一 条 多 边 形 曲线 增 厚 的 想法 . 由 于 这 一 类 方法 经 
常用 到 ,在 本 节 最 后 ,我 们 给 出 两 个 引 理 使 这 个 想法 严格 化 . 设 天 为 组 合 曲 面 ,ZL 为 
的 1 维 子 复 形 . 要 增 厚 工 ,首先 将 及 重心 重 分 二 次 ,然后 取出 KR 内 所 有 与 L 相交 


7.2 单纯 剖 分 与 定向 129 


的 单纯 形 , 这 些 单纯 形 , 以 及 它们 的 面 共同 构成 KR 的 一 个 子 复 形 (图 7. 13). 最 后 
取 这 个 子 复 形 的 多 面体 . 这 样 我 们 就 得 到 1L1 在 IK| 内 的 一 个 闭 邻 域 ,并 且 不 难 证 
明 它 与 1L1 有 相同 的 同 伦 型 . 


(KAN 
3 RY SR NN 
No ar 


CF NS 
Re BSN 


Ne 

0 2 一 
\2H SS 
NN 
ZN 


ee 
CN 


图 7.13 

(7.3) 引 理 ” 树 形 的 增 厚 必 为 圆 盘 . 

证 明 关于 树 形 7 的 顶点 数 作 归纳 . 若 了 只 含有 一 个 顶点 ， 则 增 摩 了 所 得 到 
的 正 是 全 内 以 * 为 顶点 的 单纯 形 的 并 集 : 这 个 集合 叫做 在 K? 内 的 闭 星 形 , 记 作 
star(v,K?). 显然 K* 是 组 合 曲面 ,star(v,K?) 是 圆 盘 . 车 T 有 个 顶点 , 取 一 个 “ 末 
端 " 顶 点 v, 即 这 个 顶点 v 只 在 7 的 一 条 楼 EE 上 将 这 条 楼 舍弃 得 到 少 一 个 顶点 的 
树 形 7. 按 假设 , 的 增 厚 为 圆 盘 刀 , 并 且 , 要 增 厚 7, 只 需 对 也 添加 两 个 闭 星 形 

A = star (F,K*), B = star(v,K). 

这 里 4 与 B 都 是 圆 盘 . 不 仅 如 此 ,4 与 D 的 交集 是 它们 边界 的 公共 部 分 ,是 一 条 
弧 ,4 与 B 的 交集 也 如 此 . 用 引 理 (2. 11) 两 次 便 知 DUAUB 为 圆 盘 . 

(7.4) 引 理 ” 增 厚 一 条 简单 闭 的 多 边 形 曲 线 所 得 到 的 或 者 是 圆柱 面 ,或 者 是 
Mobius 带 ， 

证 明 从 曲线 除去 一 条 楼 五 得 到 天 内 的 一 个 树 形 . 按 引 理 (7. 3) ,这 个 树 形 的 
增 厚 是 一 个 圆 盘 D. 要 得 到 原 曲线 的 增 厚 ,需要 取 重心 名 在 K 的 闭 星 形 与 D 作 并 
集 . 但 star( 启 ,K?) 与 DD 沿 着 它们 的 边界 交 于 两 个 没有 公共 点 的 缴 . 如 果 沿 着 这 两 个 
弧 之 一 焊接 star( 色 ,KK) 与 D, 则 按 引 理 (2. 11) ,我 们 得 到 一 个 圆 盘 . 剩 下 只 需 把 这 个 
新 的 圆 盘 边界 上 两 个 不 相交 的 弧 粘 合 . 定义 从 这 个 圆 盘 到 一 个 长 方形 的 同 胚 ,使 得 
那 两 个 弧 映 为 一 对 对 边 ( 先 在 两 个 弧 上 定义 同 胚 ,然后 扩张 到 边界 的 其 余部 分 ,最 
后 利用 引 理 (2. 10) 扩张 到 整个 圆 盘 上 ). 问题 化 为 把 一 个 长 方形 的 一 对 对 边 粘 合 : 


@ 这 样 的 顶点 一 定 存在 ,因为 若 每 个 顶点 在 至 少 两 条 棱 上 , 则 不 难 在 了 内 找到 一 条 棱 环 道 . 但 了 是 树 形 ， 
因此 不 能 包含 环 道 . 


得 出 的 结果 只 有 两 种 可 能 , 即 圆柱 面 与 Mobius 带 . 
习 题 


5. 假定 我 们 要 单纯 前 分 有 边界 的 曲面 . 组 合 曲面 的 定义 需要 作 怎 样 的 调整 ? 

6. 设 K 为 组 合 曲面 . 证 明 KK 的 三 角形 总 可 以 记 作 7, ，,…,7,, 使 得 7 至 少 与 7 ,中 的 一 个 
有 一 条 公共 楼 . 建立 曲面 1KI 的 以 平面 上 偶数 边 正 多 边 形 来 表示 的 模型 , 按 某 种 方式 将 成 对 的 
边 粘 合 就 得 到 1K1， 

7. 若 :1KI 一 8 为 闭 曲 面 5 的 单纯 前 分 ,证 明 K 必然 是 组 合 曲面 . 这 需要 一 些 耐 心 . 首先 ,局 部 地 
用 一 个 连通 性 论证 来 证 明天 不 能 是 1 维 的 . 然后 ,证 明天 不 包含 维 数 大 于 2 的 单纯 形 ,并 且 天 
的 每 条 棱 恰 好 在 两 个 三 角形 上 ,这 里 可 用 类 似 于 定理 (5. 23 ) 的 方法 . 最 后 ,验证 包含 某 给 定 顶 
点 的 天 中 单纯 形 如 图 7. 8 那样 拼合 在 一 起 . 

- 设 6 为 有 限 群 ,作为 由 同 胚 构成 的 群 而 作用 于 闭 曲 面 5, 使 得 有 不 动 点 的 元 素 只 能 是 6 的 单位 
元 素 . 证 明 轨道 空间 SG 是 闭 曲面 . 证 明 即 使 $ 可 定向 ,S/G 也 未 必 . 车 SAG 可 定向 ,S 也 必 可 
定向 吗 ? 群 作用 时 ,如 果 有 不 动 点 的 元 素 只 能 是 单位 元 素 , 则 称 为 没有 不 动 点 的 作用 ,或 称 群 
自由 地 作用 . 

9. 设 天 为 可 定向 的 组 合 曲面 ,将 它 的 三 角形 相 容 地 予以 定向 ,并 且 设 :1KI 一 1KI 是 单纯 同 胚 . 
假定 有 一 个 三 角形 4, 它 的 定向 是 由 顶点 顺序 4,v,w 给 出 的 ,而 (4) 的 定向 正好 是 hh 所 诱导 
的 定向 hh(h) ,h(v) ,h(w). 证 明 这 对 于 的 任何 其 他 三 角形 也 成 立 ,这 时 及 叫 做 是 保持 定向 
的 . 举 出 一 个 例子 说 明 可 定向 组 合 曲面 可 以 有 不 保持 定向 的 单纯 同 胚 . 

10. 设 天 为 可 定向 组 合 曲面 . 若 单纯 且 自 由 地 作用 于 1IK1 ,并 且 G 的 每 个 元 素 保持 定向 ,证 明 复 

形 KR/G 是 可 定向 组 合 曲面 . 


2 


7.3 ”Euler 示 性 数 


设 $ 为 闭 曲 面 . 根据 我 们 的 约定 , 除 一 个 同 胚 外 ,我 们 可 以 把 $ 替换 为 一 个 组 
合 曲 面 K 的 多 面体 . 所 以 ,本 节 将 直接 对 1K1 进 行 讨论 . 
看 工 为 寺 维 有 限 单纯 复 形 ,定义 它 的 Euler 示 性 数 为 


xX(L) = 这 (-1) oa 


其 中 ww 是 工 内 单纯 形 的 个 数 . 因此 ,车工 为 组 合 曲面 x(L) 就 是 顶点 数 减 楼 数 加 

三 角形 数 ,而 图 形 ? 的 Euler 示 性 数 是 顶点 数 减 去 棱 数 . 在 第 1 章 中 曾 提 到 ,v(Z) 为 

空间 1Z1 的 拓扑 不 变量 . 这 个 事实 的 证 明 将 在 第 9 章 中 给 出 ,这 里 我 们 不 用 它 . 
(7.5) 引 理 ”对 于 任何 图 形 厂 有 xX( 厂 ) <1, 等 号 成 立 当 且 仅 当 丁 是 树 形 . 


连通 1 维 复 形 . 
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证 明 帮工 是 树 形 ,关于 顶点 数 作 归 纳 . 容易 证 明 x( 厂 ) =1. 若 丁 不 是 树 形 ， 
则 它 必然 包含 一 条 环 道 . 从 环 道 除去 一 条 楼, 三 剩 下 的 部 分 是 连通 的 ,但 Euler 示 
性 数 增 大 了 ;这 是 因为 棱 数 减 1 ,而 顶点 数 没有 变 . 继续 重复 这 个 过 程 ,最 后 将 丁 变 
成 了 一 个 树 形 . 因此 , x(T) <1. 

现 假定 天 是 组 合 曲面 ,了 7 是 天 内 的 一 个 极 大 树 形 . 从 引 理 (6. 11) 我 们 知道 7 
包含 了 天 的 一 切 顶 点 实现 下 列 的 顶点 格式 而 造 出 7 的 所 谓 对 偶 图 形 本 的 顶 
点 是 内 三 角形 的 重心 ,两 个 这 样 的 重心 在 古 内 张 成 一 个 1 单纯 形 , 当 且 仅 当 相 
应 的 三 角形 交 于 一 条 不 属于 了 的 棱 ( 回顾 图 1. 5). 

第 一 次 重心 重 分 严 可 以 看 作 天 内 与 了 不 相交 的 单纯 形 全 体 所 构成 的 子 复 
形 . 我 们 利用 的 这 种 表示 法 来 证 明 栈 是 连通 的 . 增 厚 7, 并 且 对 丁 也 这 么 作 ( 换 
句 话 说 , 取 K 内 与 工 相交 的 单纯 形 作 并 集 ). 所 得 的 空间 分 别 记 作 N(7T) 与 N 
( 荆 ). 从 引 理 (7.3) 知 道 N(7T) 是 圆 盘 ,并 且 不 难 验证 下 列 事实 : 

(a) N(T)UN(T) = 1K|; 

(b)N(7T) 与 N( 厂 ) 的 交集 正好 是 W(7) 的 边界 圆周 ; 

(c) 研 是 连通 复 形 , 当 目 仅 当 N( 厂 ) 是 连通 空间 . 

但 是 N( 栈 ) 内 的 任意 两 点 可 以 用 IKI 内 的 一 条 道路 连接 . 设 p,g 分 别 为 这 条 道路 与 
N(T) 的 边界 相交 的 第 一 点 与 最 后 一 点 . 消 着 所 给 的 道路 从 x 到 7p, 沿 着 N(T) 的 边 
界 圆 周 从 p 到 9g, 然 后 再 沿 着 已 给 的 道路 从 g 到 y. 这 样 就 得 到 了 N( 丁 ) 内 的 一 条 道 
路 连接 * 到 y. 因此 ,根据 上 面 的 (c) ,三 是 一 个 图 形 . 

注意 工 不 一 定 是 树 形 . 图 7. 14 显示 环 面 的 一 种 单纯 前 分 以 及 选 定 的 一 个 树 
形 7, 它 相应 的 三 与 两 个 圆周 的 一 点 并 集 有 相同 的 同 伦 型 . 

(7.6) 引 理 对 于 任何 组 合 曲面 天 Bro SA VA 


证 明 选取 天 的 一 个 极 大 树 形 T, 并 “ 
如 前 造 出 它 的 对 偶 图 形 六 由 于 天 的 所 有 
顶点 都 在 7 内 ,对 于 天 的 每 一 个 不 属于 了 
的 棱 有 盖 的 一 条 楼 ,并 且 太 的 顶点 数 正 
好 是 的 三 角形 数 , 故 有 图 7.14 

XxX(K) =x(T) +x (TIT). 

因此 按 引 理 (7.5) 有 x(K) <2. 

(7.7) 定理 ”对 于 任何 组 合 曲 面 K, 下 列 三 条 是 等 价 的 : 

(a) 1K| 内 任何 一 条 由 K' 的 棱 构 成 的 简单 闭 多 边 形 曲线 分 离 | 天 | ; 

(b) x(K) =2; 

(ec) | 天 1 同 胚 于 球面 . 

证 明 设 (a) 满 足 . 选取 天 的 极 大 树 形 了 ,并 令 六 为 它 的 对 偶 . 我 们 断言 入 也 
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是 树 形 ,从 而 给 出 
xX(K) =Y(7) +xX(T) = 2. 

如 若 不 然 , 乙 必 包含 一 条 环 道 , 并 根据 假设 ,这 条 环 道 分 离 | 开 |， 但 这 条 环 道 余 集 的 
每 个 连通 分 支 必 含有 了 的 顶点 ,这 与 了 的 连通 性 以 及 了 与 下 不 相交 的 事实 相 予 
盾 . 因此 本 确实 是 树 形 . 

若 X(K) =2, 则 xX( 丁 ) 必 为 1, 从 而 芽 是 树 形 . 因此 1K1 是 两 个 圆 盘 N(T) 与 
N( 古 ) 沿 着 边界 圆周 的 并 集 , 所 以 是 球面 . 

最 后 ,定理 (5. 20) 的 证 明 告 诉 我 们 球面 上 任何 简单 闭 曲线 将 球面 分 离 . 这 就 
完成 了 蕴含 序列 

(a)=(b)=(c)= (a). 
关于 Euler 示 性 数 我 们 还 需要 两 个 结果 ,它们 的 证 明 则 包含 在 习题 中 了 . 
(7.8) 引 理 ” 设 单纯 复 形 K,L 交 于 一 个 公共 子 复 形 , 则 
X(KUL) =x(K) +x(L) -x(KNL). 
(7.9) 引 理 重心 重 分 使 Euler 示 性 数 不 变 . 


习 题 


11. 证 明 引 理 (7. 8). 

12. 关于 复 形 的 单纯 形 个 数 作 归 纳 来 证 明 引 理 (7.9). 

13. 从 习题 12 导出 图 形 厂 的 Euler 示 性 数 是 1 六 | 的 拓扑 不 变量 . 

14. 设 K 为 有 限 复 形 . 若 G 单纯 地 作用 于 1IKI ,并 且 若 作 用 是 自由 的 ,证 明 

X(K) = |1c| :x(K/C), 

其 中 1G1 表 示 6 中 元 素 的 个 数 . 

15. 设 为 组 合 曲面 . 如 同 习题 6 那样 在 平面 上 作 1KI 的 一 个 模型 ,并 且 令 / 表示 那个 正 多 边 形 的 
边界 曲线 . 按照 构造 1&1 所 必需 的 粘 合 将 / 内 成 对 的 楼 粘 合 起 来 得 到 1 天 | 内 的 一 个 图 形 六 证 
明 x(K) =x( 古 ) +1, 然 后 从 引 理 (7.5) 导 出 引 理 (7.6). 

16. 承接 习题 15 , 若 忆 有 那样 一 条 棱 , 它 的 一 个 端点 不 属于 其 他 任何 棱 , 证 明 在 7 内 必 存 在 两 条 
具有 一 个 公共 顶点 的 棱 , 当 从 了 过渡 到 六 ,这 两 条 棱 围 绕 着 公共 顶点 “ 折 痊 ” 在 一 起 ,从 而 给 出 
X(K) =2 蕴含 IKI 关 8 的 第 二 个 证 明 . 


7.4 剂 补 运 算 ?" 


现在 我 们 着 手 讨论 分 类 定理 ,方法 是 对 已 给 的 组 合 曲面 进行 修饰 ,使 得 Euler 


DD 这 里 将 ”surgery” 译 作 鹿 补 运算 ,但 也 常 被 译 成 换 球 术 或 制 补 术 . 一 一 译 者 注 
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示 性 数 不 断 增 大 . 所 作 的 修饰 包括 把 曲面 的 一 部 分 切除 掉 , 再 换 上 一 些 其 他 东西 ， 
因此 可 以 称 之 为 “ 齐 补 运算 ”. 我 们 刚才 看 到 组 合 曲 面 的 Euler 示 性 数 小 于 等 于 2， 
并 且 恰 好 当 曲 面 同 胚 于 球面 时 等 号 成 立 . 事实 上 ,任何 一 个 曲面 可 以 通过 有 限 多 次 
的 所 谓 “ 出 补 运算 ” 转 化 成 为 球面 . 

图 7.15 显示 了 我 们 所 指 的 修饰 应 用 于 双 
环 面 的 情形 . 先 取 一 条 不 把 曲面 分 成 两 块 的 简 厅 
单 闭 曲线 ,并 将 它 增 厚 得 到 一 个 圆柱 面 . 沿 着 这 
条 曲线 作 市 补 运 算 的 意思 就 是 把 圆柱 面 的 内 部 
切除 ,并 在 产生 的 两 个 圆 洞 上 各 补 一 个 圆 盘 . 所 OE 
得 到 的 曲面 是 环 面 . 再 作 一 次 市 补 运算 将 得 到 
一 个 球面 . 当然 ,如 果 我 们 从 一 个 不 可 定向 的 曲 图 7.15 
面 出 发 ,曲线 增 厚 所 得 到 的 很 可 能 是 Mabius 带 . 这 时 ,把 带 的 内 部 剂 去 , 剩 下 的 将 
是 只 有 一 个 边界 圆周 的 紧 致 曲面 ,然后 在 这 个 边界 圆周 上 用 圆 盘 封 住 而 成 为 一 个 
闭 曲 面 . 

在 上 面 的 示意 图 中 没有 参照 任何 具体 的 单纯 剖 分 ,这 是 为 了 清楚 ,也 是 因为 对 
于 市 补 就 是 这 么 想象 的 . 但 是 应 当 强调 ,必须 自始至终 限于 组 合 曲面 以 便 运 用 Eul- 
er 示 性 数 作为 工具 . 

设 K 为 E" 内 的 组 合 曲面 ,L 为 简单 闭 多 边 形 曲线 ,假定 它 是 K 的 子 复 形 ,并 且 
不 分 离 1K1. 作出 第 二 次 重心 重 分 怀 , 且 增 厚 忆 , 所 得 的 复 形 记 作 N. 从 引 理 (7.4) 
我 们 知道 1N1 或 者 是 圆柱 面 ,或 者 是 Mibius 带 . 设 M 是 好 内 与 N 互补 的 子 复 形 ， 
就 是 说 ,W 由 大 内 与 二 不 相交 的 单纯 形 以 及 它们 的 面 共 同 构成 . 一 种 可 能 性 是 增 
厚 工 给 出 一 个 圆柱 面 : 则 1MI 是 紧 致 曲面 , 它 的 边界 由 两 个 圆周 组 成 ,我 们 把 剖 分 
两 个 圆周 的 子 复合 形 记 作 万 ,L ,然后 作出 新 的 组 合 曲 面 

K, =MUCL UCL,, 


这 里 , 锥 形 CL, 与 CL 的 尖顶 为 E”'*!' - 区" 内 的 点 ,分 布 在 E* 的 异 侧 . 另 一 种 可 能 
性 是 增 厚 工 得 到 M6bius 带 . 这 时 , MI 的 边界 只 是 一 个 圆周 , 剖 分 这 个 圆周 的 子 复 
形 称 之 为 ,并 定义 K, 为 MU CL. 在 两 种 情形 下 ,我 们 都 说 天 . 是 从 天 沿 着 工作 
齐 补 运算 得 到 的 . 

(7.10) 引 理 X(N) =0. 

证 明 仔细 检查 引 理 (7.4) 的 证 明 . N 由 闭 星 形 star(v,K?) 构 成 ,ve L'. 但 组 合 
曲面 内 一 个 顶点 的 闭 星 形 显然 具 有 Euler 示 性 数 1. 如 果 两 个 这 样 的 星 形 相交 , 则 
它们 恰好 交 于 三 个 顶点 和 两 条 棱 ( 见 图 7. 13) ,因此 ,它们 的 并 集 的 Euler 示 性 数 为 
1+1-(3-2) =1. 沿 着 工 而 行 ,每 碰 到 -一 个 闭 星 形 就 添 进 来 ,这 样 来 作出 NN. 除 最 
后 一 步 ,在 每 一 步 所 得 复 形 的 Euler 示 性 数 总 是 1. 最 后 一 步 将 添加 一 个 闭 星 形 ,与 
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上 一 步 得 出 的 子 复 形 有 6 个 公共 顶点 ,4 条 公共 楼. 因此 ， 
X(N)=1+1- (6-4) =0. 
注意 ,无 论 INV| 为 圆柱 面 或 Mibius 带 ,证 明 都 能 通过 . 
(7.11) 定理 x(K,) >x(K). 
证 明 若 增 厚 工 得 到 圆柱 面 , 则 - 
XK.) =x(M) +x(CL) +x(Ch) -x(L) -x(L,) 
=xX(M) +2. 
若 增 厚 工 给 出 Mibius 带 , 则 
X(K.) =x(M) +x(CL) -x(L) =xy(M) +1. 
由 之 前 的 引 理 ,可 得 
X(K) =x(KR) =x(M) +x(N) -xX(MNN) =x(M). 
这 就 完成 了 证 明 . 

若是 组 合 曲 面 , 且 1KI 同 胚 于 球面 , 则 称 K 为 组 合 球面 . 

(7.12) 系 任何 组 合 曲面 可 经 过 有 限 多 次 市 补 运算 变 成 组 合 球面 . 

证 明 车 xX(K) =2, 则 为 组 合 球面 ,我 们 就 不 必 再 做 什么 . 若 x(K) <2 ,由 定 
理 (7.7) 知 ,有 在 天 内 不 分 离 IKI 的 简单 闭 多 边 形 曲线 . 以 Ki 代替 天 ,并 且 沿 着 这 
样 一 条 曲线 作 和 市 补 . 结果 将 是 一 个 新 的 组 合 曲面 , 它 的 Euler 示 性 数 将 比 天 的 大 . 
继续 这 样 做 下 去 ,最 后 将 得 到 一 个 Euler 示 性 数 是 2 的 组 合 曲面 . 

我 们 将 需要 比 上 面 的 论证 略微 精细 些 的 结果 . 每 次 我 们 作 剂 补 时 ,将 在 曲面 上 
产生 一 个 或 两 个 圆 盘 , 而 我 们 希望 能 保证 在 以 后 的 一 连 串 市 补 运算 中 ,所 沿 的 曲线 
避 开 这 些 圆 盘 . 如 果 运 气 不 太 好 ,我 们 想 要 沿 着 它 作 市 补 的 曲线 穿 过 某 个 圆 盘 , 那 
么 我 们 只 需 把 这 个 圆 盘 缩 到 它 自 己 的 某 一 个 三 角形 的 内 部 ,从 而 离开 那 条 曲线 . 不 
过 缩小 圆 盘 时 需要 小 心 ,不 要 把 任何 其 他 的 圆 盘 又 移 到 了 与 曲线 相交 的 位 置 . 下 列 
引 理 使 我 们 能 实现 合乎 要 求 的 缩小 过 程 . 

(7.13) 引 理 设 天 为 组 合 曲面 , 圆 盘 万 为 天 的 子 复 形 ,4 为 万 的 一 个 三 角 
形 . 则 有 同 胚 疡 :| 天 | 一 | 及 | , 它 满足 

h(D) = star( 人 ,Ke ) ， 
并 且 在 的 所 有 与 D 不 相交 的 单纯 形 上 为 恒 等 映 射 . 

证 明 的 思想 很 简单. 将 D 的 边界 增 厚 产生 一 个 稍微 大 些 的 圆 盘 D ,然后 在 DD， 
内 将 收缩 到 star(4,K) ,使 得 IK1 - 整个 保持 不 动 . 更 多 细节 见习 题 19 ~21. 若 L 
是 内 与 D 相交 的 一 条 多 边 形 曲 线 , 并 且 我 们 将 沿 着 它 作 市 补 运算 , 则 在 进行 齐 
补 之 前 先 把 D 用 star(4,K) 代 替 , 把 K 用 K 代替 . 

现在 我 们 可 以 证 明 分 类 定理 的 一 半 . 

(7.14) 定理 ”每 个 闭 曲 面 同 胚 于 标准 闭 曲 面 之 中 的 一 个 . 
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证 明 对 于 任意 闭 曲 面 8, 剖 分 它 并 且 在 所 得 到 的 组 合 曲面 上 作 负 补 运算 , 直 
到 它 变 成 了 一 个 组 合 球面 . 此 后 ,单纯 训 分 就 不 用 了 ,我 们 可 以 忘记 它 . 作 完 市 补 运 
算 以 后 ,在 我 们 面前 的 是 标明 了 一 些 互 不 相交 圆 盘 的 球面 . 要 恢复 $, 只 需 将 每 一 
步 庵 补 运算 反 过 来 , 即 或 者 移 除 一 对 圆 盘 而 在 开口 处 焊接 一 个 圆柱 面 ,或 者 移 除 一 
个 圆 盘 而 代 之 以 一 个 Mabius 带 . 

如 果 原 来 的 曲面 是 可 定向 的 , 它 不 可 能 包含 任何 Mibius 带 , 因 此 , 送 转 每 步 市 
补 运算 时 总 是 先 除去 一 对 圆 盘 , 然 后 在 它们 上 面 添 加 一 个 环 柄 . 这 样 就 得 到 了 一 个 
带 有 若干 个 环 柄 的 球面 . 若 $ 是 不 可 定向 的 , 则 两 类 操作 都 可 能 发 生 . 但 是 从 7. 1 
节 我 们 知道 ,在 这 种 情形 ,除去 两 个 圆 盘 , 粘 上 一 个 圆柱 面 ,就 和 在 每 个 洞 上 焊接 一 
个 Mibius 带 等 价 . 因此 我 们 得 到 焊接 了 若干 个 Mobius 带 的 球面 . 
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17. 图 7. 16 中 画 的 直线 代表 Klein 瓶 上 的 三 条 简单 闭 曲 线 . 将 每 一 条 曲线 增 厚 ,断定 所 得 到 的 是 
圆柱 面 还 是 Msbius 带 , 并 描述 沿 着 这 些 曲线 作 剂 补 运算 的 效果 . 
18. 用 定理 (7. 14) 的 步骤 证 明 图 7. 17 所 示 曲 面 同 胚 于 标准 曲面 中 的 一 个 . 


图 7.16 图 7.17 


19. 设 XDYDZ 为 平面 上 三 个 同心 圆 盘 . 找 出 XX 自身 的 一 个 同 胚 ,在 的 边界 圆周 上 为 恒 等 映 
射 ,并 把 了 映 满 么 

20. 假定 在 平面 上 已 给 两 个 以 多 边 形 曲线 为 边界 的 圆 盘 ,并且 其 中 一 个 位 于 另 一 个 的 内 部 . 证 明 
处 于 两 个 边界 曲线 之 间 的 部 分 同 胚 于 环形 域 . (最 好 的 提示 莫 过 于 图 7. 18 ,另外 注意 ,平面 
上 任何 简单 的 多 边 形 闭 曲线 是 圆 盘 边界 . ) 


图 7.18 
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寻 用 引 理 (7. 13) 与 习题 19 的 记号 , 求 出 一 个 同 胚 h:D, 一 XX, 使 得 h(D) = 了 ,并 且 
h(star(A,K)) =Z. 
然后 证 明 引 理 (7. 13). 
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以 H(p) 表 示 添 了 p 个 环 柄 的 球面 ,M(9) 表 示 颖 上 了 9 个 Mibius 带 的 球面 
有 两 个 问题 仍 待 解决 . 

问题 1 曲面 及 (p) 与 MM(g) 的 定义 是 否 完善 ? 换 句 话说 ,如 果 我 们 先 取 一 个 
球面 来 添加 一 些 环 柄 (或 Mibius 带 ) ,然后 再 另 取 一 个 球面 也 添加 同样 数目 的 环 柄 
(或 Mabius 带 ) ,但 添 在 球面 上 与 前 一 次 不 同 的 部 位 ,两 次 所 得 的 曲面 是 否 同 胚 ? 

问题 2 标准 曲面 ,HC(1),M(1) ,H(2),M(2) ,HH(3),… 是 否 拓扑 地 互 异 ? 


b 


图 7.19 


我 们 将 通过 构造 标准 曲面 的 模型 来 解决 这 两 个 问题 . 先 考虑 可 定向 的 情形 . 假 
定 给 了 带 有 两 个 环 柄 的 球面 . 对 于 每 一 个 环 柄 ,如 图 7. 19 选取 一 对 简单 闭 曲 线 围 
绕 环 柄 各 一 次 . 这 一 对 曲线 以 同一 个 点 为 基点 , 除 此 之 外 再 没有 公共 点 . 假定 我 们 
沿 着 以 a,b 来 标记 的 曲线 按 箭头 所 指 的 方向 把 曲面 切 开 . 则 我 们 可 以 把 曲面 摊 开 
成 为 一 个 长 方形 ,在 其 内 部 添加 了 一 个 环 柄 . 再 沿 着 曲线 c 与 d 作 一 对 切割 , 产 牛 
一 个 八 边 形 的 模型 ,8 个 边 都 有 适当 的 标记 (图 7. 20). 确定 了 怎样 成 对 地 粘 合 这 
个 多 边 形 也 就 完全 确定 了 原来 的 曲面 ,而 这 些 讯息 却 已 有 效 地 存储 于 所 谓 曲 面 符 
号 内 . 要 得 到 这 些 曲 面 符号 只 需 按 顺 时 针 方向 沿 着 多 边 形 依次 读 出 代表 各 边 的 字 
母 ,如 果菜 一 边 上 箭头 指 的 是 逆 时 针 方 向 , 则 应 加 一 个 - 1 在 相应 字母 的 右 肩 上 . 
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因此 ,添上 两 个 环 柄 的 球面 具有 曲面 符号 aba 16-1cde-1d- 


图 7.20 

只 要 继续 一 次 一 次 地 切割 ,显然 ,我 们 可 以 给 具有 p 个 环 柄 的 球面 造 出 一 个 模 

型 , 它 是 一 个 4p 边 的 多 边 形 , 按 符号 
aibiar br azboa by eeea, ba b,! 

而 粘 合成 对 的 边 . 由 于 具有 相同 曲面 符号 的 两 个 曲面 显然 是 同 胚 的 ,我 们 就 对 可 定 
向 曲面 回答 了 问题 1. 

在 不 可 定向 的 情形 ,如 图 7. 21 那样 沿 着 一 条 曲线 切割 Mabius 带 , 这 条 曲线 横 
穿 过 Mabius 带 一 次 . 请 读者 自己 验证 ,如 果 我 们 有 g 个 Mabius 带 , 则 得 到 一 个 29 
边 形 ,相应 的 曲面 符号 为 a1a14,a,…a,a,. 于 是 又 肯定 地 回答 了 问题 1. 


7.21 


为 了 要 说 明 曲 面 S3,H(1),M(1) ,有 H(2) ，,… 是 互 不 同 胚 的 ,可 通过 计算 它们 的 
基本 群 来 看 出 . 这 里 将 用 到 van Kampen 定理 (6. 13). 为 了 说 明 方法 ,还 是 选择 
H(2) 作 为 讨论 对 象 . 从 H(2) 挖 去 一 个 开 圆 盘 得 到 一 个 空间 , 它 以 四 个 圆周 的 一 点 
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并 集 为 形变 收缩 核 ;这 个 空间 的 基本 群 是 自由 群 Z*Z*xZ*Z, 以 a,b,c,d 为 生成 
元 ,这 四 个 元 素 是 由 原来 的 四 条 环 道 所 代表 的 . 如 用 C 表示 这 个 空间 的 边界 , 则 环 
道 cba -20 cdc 1d- 显 然 同 伦 于 Ti(CC) 的 一 个 生成 元 . 因此 ,van Kampen 定理 给 出 
m1(H(2)) a {a,b,c,dlaba lb lcde td! = e}. 
同样 的 论证 可 以 导出 
Ti1(H(p)) a {a,b,,a,,b, | 1 aibiar' br = e}, 


7T1(M(g))= fa ,aaar| a 二 
当然 我 们 已 知道 5 是 单 连通 的 . 
如 果 把 这 每 一 个 群 交换 化 , 换 句 话说 , 作 各 个 群 关于 换 位 子 群 的 商 群 , 则 
Ti (有 H(p) ) 成 为 具有 2p 个 生成 元 的 自由 交换 群 
ZxZx-:… xZ, 
而 Tr;(M (gq ) ) 为 由 9 个 元 素 ,x,,… ,x 所 生成 ,服从 于 关系 
(xia ) = e 
的 交换 群 . 换 为 一 组 新 的 生成 元 x1x,…x, ,za ,xza ,… ,x, ,我 们 看 出 这 个 交换 群 是 
Z,xZx:… xZ, 
共 g -1 个 无 穷 循环 因子 . 由 于 这 些 交换 化 的 群 之 中 每 两 个 都 不 同 构 , 可 以 得 出 结 
论说 ,标准 曲面 中 的 任何 两 个 不 同 胚 . 这 就 完成 了 我 们 对 闭 曲 面 的 分 类 . 
H(p) 叫做 亏 格 为 p 的 标准 可 定向 曲面 ,M(9) 叫做 亏 格 为 9 的 标准 不 可 定向 
曲面 . 一 旦 知道 一 个 闭 曲 面 的 亏 格 以 及 是 否 可 定向 ,这 个 闭 曲面 就 完全 决定 了 . 
至 此 ,我 们 建议 读者 把 Massey[9] 中 给 出 的 关于 闭 曲 面 分 类 定理 的 另 一 个 (在 
历史 上 早 得 多 的 ) 证 明 自 己 作 一 遍 . 
近来 拓扑 学 方面 的 许多 工作 围绕 着 关于 流 形 的 研究 . 这 是 类 似 于 曲面 的 高 维 
对 象 . 一 个 n 维 流 形 , 或 简 作 n 流 形 ,是 一 个 第 二 可 数 的 Hausdorff 空间 , 它 的 每 一 
点 有 邻 域 同 胚 于 E". 空间 E” ,5",P" 都 是 n 流 形 ;Sx 5S! 是 闭 的 4 流 形 (“ 闭 ”的 意 
思 是 紧 致 连通 ) ;n 流 形 内 的 任何 开 集 是 n 流 形 ,因此 ,CL(n) 是 rw 维 流 形 ;SO(n) 
是 一 个 n(n -1)/2 维 闭 流 形 ; 最 后 ,透镜 空间 L(p,g) 都 是 闭 3 流 形 . 这 方面 的 研究 
虽然 取得 了 很 大 进展 ,但 许多 基本 问题 尚未 得 到 解答 . 最 重要 的 是 著名 的 Poincaré 
猜想 . 如 果 表 达成 问题 的 形式 , 它 问 道 , 是 否 每 一 个 单 连 通 的 3 维 闭 流 形 同 胚 
于 93”. 
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22. 图 7. 22 所 画 的 两 个 曲面 是 否 同 胚 ? 
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图 7.22 


23, 如 果 从 闭 曲 面 挖 去 两 个 不 相交 圆 盘 的 内 部 ,并 将 所 得 的 两 个 边界 圆 焊 接 ,将 会 有 什么 结果 ? 
24. 用 分 类 定理 证 明 连通 和 (习题 3 ) 的 定义 是 完善 的 . 
25. 假定 每 个 紧 致 曲面 可 以 单纯 痢 分 ,证 明 紧 致 曲面 的 边界 ,假如 非 空 的 话 ， 由 有 限 多 个 不 相交 的 
圆周 组 成 . 
26. 证 明 任 何 紧 致 .连通 曲面 , 同 胚 于 从 一 个 闭 曲 面 挖 去 有 限 多 个 互 不 相交 圆 盘 内 部 而 得 的 空间 . 
27. 球面 穿 个 孔 所 得 空间 的 基本 群 是 什么 ? bi 
28. 以 H(p,r) 记 从 H(p) 挖 去 互 不 相交 的 + 个 圆 盘 内 部 所 
得 空间 ,以 W(9,s) 记 从 MN(9) 控 去 互 不 相交 的 * 个 圆 
盘 内 部 所 得 空间 . 证 明 及 (p,r) 可 以 从 平面 上 一 个 (4p 加 
+37) 边 形 区 域 按 下 面 的 曲面 符号 焊接 它 的 边 而 得 到 ,|  ( ) » 
a biar bi' eeea, by,ay by xy ew,y, x!. 类 
(图 7.23 可 以 作为 一 个 提示 . ) 
29. 求 出 习题 28 所 定义 M(q,s) 的 一 种 曲面 符号 . 7 
30. 计算 有 (p,r) 与 M(g,s) 的 基本 群 . 
31. 证 明 及 (p,r) 兰 H(p',r') 蕴 涵 p=p',r=r';M(g,s) =M b 
(gq',s') 蕴 涵 g =g',s =s'; 并 且 找 不 出 p,q,r,s 的 值 图 7.23 
使 得 


Ql 


Hl(p,r) 2 M(g,s). 
32. 把 紧 致 连通 曲面 的 亏 格 定义 为 ,对 每 个 边界 圆周 盖 上 一 个 圆 盘 所 得 闭 曲 面 的 亏 格 . 证 明 一 个 
紧 致 连通 曲面 完全 决定 于 它 是 否 可 定向 ， 以 及 它 的 亏 格 和 它 的 边界 圆周 的 数目 . 
33. 确定 图 7. 24 所 画 两 个 曲面 的 身份 . 从 这 两 个 图 你 能 提出 一 个 一 般 性 的 结论 吗 ? 


图 7.24 
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8.1 ” 闭 链 与 边缘 


我 们 已 经 有 了 一 种 办 法 来 区 别 球面 与 环 面 , 那 就 是 利用 基本 群 . 球面 上 的 任意 
环 道 可 以 连续 地 缩 成 一 点 , 换 句 话说 ,球面 是 单 连通 的 ,但 是 环 面 则 不 然 . 基本 群 是 
一 个 很 有 价值 的 工具 ,但 其 也 有 严重 缺点 . 回忆 一 下 ,一 个 多 面体 的 基本 群 只 依赖 
于 这 个 多 面体 所 对 应 复 形 的 2 维 上 骨架, 这 就 使 得 用 它 来 研究 本 质 上 是 2 维 的 问题 
非常 理想 (比如 区 别 两 个 曲面 ) ,但 是 对 于 像 求证 $ 不 同 胚 于 8 这 样 的 问题 ,基本 
群 就 无 能 为 力 了 . . 

为 了 试图 克服 这 种 困难 ,我 们 对 于 每 个 有 限 单纯 复 形 K 配备 以 一 序列 群 
已 (KE) ,gq =0,1,2,… ,叫做 的 单纯 同调 群 . 这 些 群 将 利用 天 的 单纯 复 形 结构 来 定 
义 ,但 它们 实际 上 只 依赖 于 多 面体 IK1 的 同 伦 型 ,从 而 使 得 我 们 可 以 定义 任何 紧 致 
可 前 分 空间 的 同调 群 . 每 个 H,(K) 是 有 限 生成 的 交换 群 , 它 可 以 看 作 是 在 某 种 意 
义 之 下 对 空间 1IKI 内 (gq +1) 维 空洞 的 量度 . 例如 ,我 们 将 看 到 群 H,( 5 ) 为 非 平凡 
的 ,符合 人 们 的 那 种 感觉 ( 当 把 5 看 作 位 于 FE” 内 时 ) , 即 S 包 着 一 个 5 维 的 空洞 

复 形 的 同调 群 构造 起 来 是 很 麻烦 的 ,为 此 ， 
我 们 先 试 试 给 出 一 些 动机 和 背景 . 球面 与 环 面 
还 可 以 用 一 种 与 上 面 所 不 同 的 方式 来 加 以 区 
别 . 球面 上 的 每 个 简单 闭 曲 线 使 球面 分 离 , 因 此 
构成 球面 上 某 个 区 域 的 边界 . 对 于 环 面 来 说 , 情 
况 并 不 是 这 样 :图 8. 1 画 出 了 环 面 上 三 条 简单 
闭 曲 线 , 其 中 仅仅 一 个 , 即 曲线 如 ,是 一 小 块 曲面 
的 边界 . 为 了 认 清 环 面 里 有 空洞 , 当 我 们 考虑 简单 闭 曲 线 时 应 当 有 一 种 办 法 把 那些 
作为 曲面 块 边界 的 曲线 予以 忽略 . 

很 重要 的 一 点 就 是 认识 到 作为 曲面 块 边界 的 曲线 不 一 定 是 零 伦 的 . 例如 ,穿孔 环 
面 的 边界 圆周 是 整个 曲面 的 边界 ,但 我 们 知道 它 代表 基本 群 里 的 一 个 非 平 凡 的 元 素 . 

以 后 将 会 看 到 ,我 们 将 限于 考虑 环 面 的 一 个 选 定 的 单纯 前 分 ,考虑 这 个 前 分 之 
下 的 定向 多 边 形 曲线 ,定向 仍 用 箭头 标 在 曲线 楼 上 来 表示 . 若 一 条 楼 的 顶点 为 w， 
2%, 则 记号 (ww) 表 示 按 从 "到 w 而 定向 的 这 条 棱 . 类 似 地 , 若 wo,w 是 K 内 一 个 三 
角形 的 顶点 , 则 (uw,v,w) 表 示 按 顶点 次 序 u,v,w 而 定向 的 这 个 单纯 形 ,因此 


图 8.1 
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(UV,W) = (vw) = (w,u,v). 
定向 的 改变 用 一 个 负 号 来 表示 , 即 
(WwW,0) =— vw), (vuw) =- (u,v,w). 


定向 棱 (>,w) 的 边缘 定义 为 
0(v,WwW) =20 一 0， 
定向 三 角形 (u,v,w) 的 边缘 定义 为 
OuvW) = (vw) + (Wu) + (u,v). 

注意 ,(4,v,w) 的 边缘 是 它 的 楼 之 和 ,每 条 棱 的 定向 是 由 三 角形 的 定向 诱导 来 的 . 

如 果 把 如 图 8. 2 中 4 那样 的 定向 曲线 看 作 它 的 各 定向 楼 之 和 

A= (u,v) + (v,w) + (w,x) + (x,y) + (y,u), 
并 线性 地 定义 它 的 边缘 为 
04 = 9(u,0) + O(v,wW) + O(wW,%x) + Ox,y) + 9(y,u), 
则 显然 各 项 互相 抵消 ,从 而 有 一 种 形式 化 的 办 法 来 识别 像 4 这 样 的 曲线 是 闭 的 ， 
或 者 说 没有 边缘 . 其 次 考虑 定向 曲线 B. 它 也 是 闭 的 ,不 仅 如 此 , 它 包 住 了 KK 的 三 个 
三 角形 . 如 果 我 们 把 这 三 个 三 角形 按 图 示 定 向 ,并 把 它们 的 并 写成 
(e,a,b) + (e,b,c) + (e,c,d), 
且 计 算 边缘 ,就 得 到 
O(e,a,b) +o(e,b,c) +o(e,c,d) 

=(a;b) +(b,e) +(e,a) +(b,c) +(c,e) +(e,b) +(c,d) +(d,e) +(e,c) 

=(a,b) +(b,e) +(e,a) +(b,c) +(c,e) —-(b,e) +(c,d) +(d,e)—(c,e) 

=(a,b) +(b,c) +(c,d) +(d,e)+(e,a) 

=B, 使 得 B 为 环 面 上 一 块 曲面 的 边缘 这 个 事实 有 了 一 个 精确 的 表达 . 


图 8.2 


现在 考虑 天 内 定向 棱 以 整数 为 系数 的 线性 组 合 
， Ai 2 ) 十 全 + A ws ,vi) ©, 
而 且 假 定 它 在 下 面 的 意义 之 下 没有 边缘 , 即 
A1O(U1 01) + + AjO( u,v) 


中 记 住 ,A(w,2) 与 (一 A)(v,u) 总 是 相等 的 . 
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为 零 . 这 样 一 个 表达 式 叫做 下 的 一 个 1 维 闭 链 . 这 样 作 似 乎 失掉 了 一 些 几何 涵义 
(“五 们 一 个 单纯 形 ” 没 有 什么 意义 ) ,但 是 有 利之 处 在 于 1 闭 链 全 体 在 加 法 
2 Ai 十 Dp uis0) 地 > (A， + i) (Li ,Vi) 

之 下 构成 一 个 交换 群 . 我 们 记 这 个 群 为 Z,(K). 

K 内 的 一 个 定向 的 简单 闭 多 边 形 曲 线 , 当 看 作 它 的 定向 棱 之 和 时 ,是 特别 简单 
的 1 闭 链 ,可 以 称 之 为 初等 1 闭 链 . 验证 Z,(K) 可 由 这 些 初等 闭 链 生 成 ， 这 不 太 难 
(我 们 建议 读者 去 作 ). 

回顾 前 面 的 曲线 8, 我 们 说 一 个 1 维 闭 链 是 一 个 边缘 闭 链 ,或 简称 边缘 ,假如 
可 以 找到 定向 三 角形 的 一 个 线性 组 合 , 它 的 边缘 正 是 已 给 的 这 个 闭 链 . 所 有 的 边缘 
相当 显然 地 构成 Z,(K) 的 一 个 子 群 B,(K) ,而 我 们 打算 把 它 忽略 掉 . 因此 我 们 作 
商 群 

Hi(K) = ZI (K)/B, (K), 

叫做 天 的 1 维 同调 群 . : 

两 个 闭 链 的 差 如 果 是 一 个 边缘 , 则 它们 代表 也 (K) 内 的 同一 个 元 素 , 这 时 ,这 
两 个 闭 链 叫 做 是 同调 的 . 例如 ,图 8. 3 上 的 闭 链 z, ,z, 是 同调 的 ,因为 -z 是 它们 
之 间 管 形 区 域 ( 它 的 三 角形 如 图 示 定 向 ) 的 边缘 . 


稍 后 我 们 将 要 看 到 ,H,(K) 同 构 于 Z@Z, 并 且 可 以 用 初等 闭 链 ,22 来 代表 这 
个 群 的 生成 元 ,这 里 z, 是 一 个 经 圆 ,z, 是 纬 圆 . 所 以 ,任何 其 他 的 1 维 闭 链 必 定 同 
调 于 这 两 个 闭 链 的 线性 组 合 . 例如 ,在 图 8.4 中 ,“ 对 角 ” 闭 链 z 同调 于 2 +2， 因 为 
Z1 十 Z2 一 和 是 半 个 环 面 的 边缘 . 

为 了 说 明 1 维 同调 群 定义 的 动机 与 背景 ,我 们 一 直 在 讨论 同 环 面 的 一 个 特殊 的 单 
纯 削 分 . 但 是 ,很 显然 ,我 们 的 作法 对 于 任何 单纯 复 形 天 有 意义 , 不 仅 如 此 ,下 面 我 们 就 
要 看 到 ,很 容易 把 这 种 作法 推广 ,使 得 对 于 每 个 非 负 整数 g 有 -个 同调 群 H,(K). 
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8.2 同 调 群 


设 天 为 有 限 单纯 复 形 . 我 们 知道 ,除了 顶点 以 外 ,天 的 每 个 单纯 形 恰 好 有 两 种 
不 同 的 定向 ,顶点 则 只 有 一 种 可 能 性 . 一 个 单纯 形 经 过 选 定 定向 之 后 就 叫做 一 个 定 
向 单纯 形 ,通常 用 记号 o 或 7 表示. 

定义 G,(K) 为 K 的 全 体 定向 gq 单纯 形 所 生成 的 自由 交换 群 ,再 加 上 关系 

IC+T=0， 
这 里 o 与 7 是 同一 个 单纯 形 , 但 定向 相反 . 这 个 群 的 每 个 成 员 叫 做 4 维 链 , 群 C， 
(Kk) 叫做 KK 的 g 维 链 群 . 注意 C,(K) 为 自由 交换 群 , 它 的 秩 等 于 天 的 9 单纯 形 

一 个 g 链 可 以 看 作 K 的 定向 9 单纯 形 的 一 个 整 系数 线性 组 合 Ma + … + 
A,o,, 但 这 里 我 们 要 记 住 A( -ec) 与 ( -和 A)o 总 是 同一 回 事 ,其 中 -o 表示 er 将 定 
向 反 转 . 

我 们 经 常 要 在 这 些 链 群 上 定义 各 种 同 态 ,所 采取 的 步骤 总 是 : 先 确定 同 态 在 
C,(K) 的 每 个 生成 元 上 的 值 ,也 就 是 说 ,在 K 的 任意 定向 g 单纯 形 vc 上 的 值 ;检验 
关系 oo+( -oo) =0 是 否 保持 ;然后 线性 地 扩张 到 其 他 元 素 . 

一 个 很 好 的 例子 是 边缘 同 态 ,一 个 定向 g 单纯 形 的 边缘 是 定义 为 将 每 个 
(g -1) 维 面 给 以 诱导 定向 ,再 把 它们 相 加 而 得 的 (g -1) 链 . 

需要 引进 一 些 记号 来 写 出 计算 边缘 的 公式 . 若 9 单纯 形 的 顶点 为 v。，…,v,, 记 
号 (vo ,…,v,) 表 示 按 这 个 顶点 次 序 而 定向 的 单纯 形 . 因此 ,对 于 0,…,g 的 任何 置 
换 6, 有 

(vo, ) = sign 9(2oo) ，… ,Vo(g) ) ， 
这 里 sign 9= +1( -1), 当 9 为 偶 ( 奇 ) 置换 . 按照 这 些 记 法 ,定向 g 单纯 形 
(vo，… ,Vy) 的 边缘 为 
au) = DD), "Di, DV, ), 

其 中 (wo,… ,2;,…,v) 表 示 去 掉 顶 点 ee 不 难 验 证 ,改换 
0 的 定向 时 , 它 的 每 个 面 上 的 诱导 定向 也 跟着 改换 ,从 而 

oo + 0(— o) =0. 
因此 9 决定 了 一 个 同 态 

9:C,(K) 一 C1(K), 
在 4 =0 这 个 特殊 情形 ,我 们 定义 单个 顶点 的 边缘 为 零 , 并 且 令 C_,(K) =0. 

与 8. 1 节 所 说 的 相对 照 , 很 自然 地 把 同 态 
SEC (RY pC Ry 
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的 核 叫做 天 的 4 维 闭 链 群 , 记 作 Z,(K). 
(8.1) 引 理 ”复合 同 态 
CR Ry Ry 
为 零 同 态 . 
证 明 ”只 需 验 证 =5。3 用 于 天 的 任何 (9 +1) 维 单纯 形 时 得 出 的 结果 为 零 
于 是 
O (v0, ,V1) 


g+l 


=02( —1)' (oo 
g+l g+l 
= 2 #1 — 1)’ voy, Dye ,D1 ) 


+ < -D)'3 -Do ， 

由 于 每 个 定向 (gq - 1) 单纯 形 
(vos ,Di ,DD ) 

在 上 式 右 端 出 现 两 次 ,一 次 带 有 符号 ( - 1) ', 另 一 次 带 有 相反 的 符号 ( SL 


于 是 所 有 的 项 成 对 地 抵消 . 
如 果 以 B,(K) 表 示 同 态 3:C,,,(K) 一 C,(K) 的 象 , 则 上 面 的 引 理 表明 B,(K) 


为 Z,(K) 的 子 群 . 我 们 称 B,(K) 为 gq 维 边缘 闭 链 群 ,或 简称 gq 维 边缘 群 . 
K 的 g 维 同调 群 定义 作 
H,(K) = Z,(K)/B,(K). 
由 9 闭 链 = 所 确定 的 H,(K) 中 元 素 叫 做 z 的 同调 类 , 记 作 [z]. 差 为 9 边缘 的 两 
个 g 闭 链 具有 相同 的 同调 类 ,这 时 它们 叫做 同调 的 闭 链 . 
同调 群 H,(K) 按 定义 为 有 限 生成 的 交换 群 . 因此 它 可 以 写成 F@T 的 形状 ,其 
中 五 是 有 限 生成 的 自由 交换 群 ( 换 句 话说 ,是 有 限 多 个 也 的 值 和 ) ,7 是 一 个 有 限 
交换 群 . 了 的 元 素 就 是 同调 群 中 的 有 限 阶 元 素 , 称 为 挠 元 素 . F 的 秩 , 也 就 是 当 把 下 
表示 为 循环 群 值 和 时 , 值 和 因子 的 个 数 ,叫做 天 的 9 维 Betti 数 ? 并 且 用 Bs 来 记 . 


习 题 


1. 验证 当 改 换 单纯 形 的 定向 时 ,各 个 面 上 的 诱导 定向 也 跟着 改换 . 


2. 对 于 任何 复 形 天 ，8. 1 节 所 说 的 初等 1 闭 链 生 成 2,(K). 
3. 取 图 6. 2 所 给 Mabius 带 的 单纯 前 分 , 取 定 其 中 一 个 三 角形 的 定向 ,然后 沿 着 带子 使 二 角形 _- 


@ 用 意大利 数学 家 Enrico Betti(1823 一 1892) 的 名 字 命 名 的 . 
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个 一 个 地 定向 ,使 得 每 次 取 的 与 以 前 已 选 定 的 定向 相 容 ( 当然 , 走 一 圈 回 到 原来 第 一 个 定向 的 
三 角形 时 ,不 再 相 容 ). 取 这 些 定向 三 角形 的 和 而 得 到 一 个 2 维 链 , 它 的 边缘 是 什么 ? 
4. 设 天 为 图 6.4 所 画 的 复 形 ,假定 作 了 粘 合 使 1IK1 为 环 面 . 把 天 的 三 角形 定向 ,使 得 如 果 两 个 三 
角形 有 一 条 公共 棱 , 则 它们 的 定向 是 不 相 容 的 . 取 这 些 定向 三 角形 的 和 ,并 计算 边缘 . 
5. 如 同 习题 4 ,不 过 这 次 除了 对 一 个 三 角形 外 ,其 他 所 有 三 角形 都 取 相 容 的 定向 , 唯 有 那 一 个 三 
角形 “ 误 ”" 取 了 定向 . 
6. 按 某 种 方式 单纯 地 剖 分 “ 映 帆 "(图 5. 11) ,并 确定 是 否 存 在 2 闭 链 . 
. 证 明天 内 的 任何 闭 链 是 K 上 的 锥 形 中 的 边缘 . 
: 单纯 地 剖 分 5" ,使 得 对 径 映 射 是 单纯 映射 ,从 而 诱导 了 P" 的 一 个 单纯 前 分 . 若 n 为 奇数 ,在 PP” 
的 这 个 剖 分 里 找 出 一 个 n 维 闭 链 . 当 n 为 偶数 时 ,有 什么 困难 ? 
: 剖 分 Mibius 带 使 得 中 心 圆 是 一 个 子 复 形 . 将 边界 圆 与 中 心 圆 定向 ,得 到 的 初等 1 维 闭 链 分 别 
叫做 z 与 z. 证 明 z 同调 于 2z 或 -2z. 
10. 设 IKI 同 胚 于 从 环 面 挖 去 三 个 不 相交 圆 盘 的 内 部 所 得 的 空间 . 将 1KI 的 每 个 边界 圆周 定向 ,并 
令 za, 及; 及 表示 所 得 的 天 的 初等 1 闭 链 . 证 明 
[a] = ALz] +A[z]， 
其 中 和 = +1,n= +1. 如 果 将 环 面 换 为 Klein 瓶 ,能 有 同样 的 结果 吗 ? 


名 -A 


2 


8.3 例 子 


本 节 要 计算 出 几 个 同调 群 . 所 用 的 方法 相当 原始 ,我 们 是 有 意 这 么 做 的 ,因为 
对 同调 群 进行 任何 比较 系统 性 的 计算 ,都 将 使 我 们 走 得 太 远 . 这 样 做 的 目的 是 尽快 
地 为 介绍 同调 论 的 一 些 有 意义 的 应 用 而 作 准 备 . 如 果 希 望 知道 更 深 一 些 的 论述 , 见 
Maunder[ 18 ] . 
例 1 设 天 为 图 8.5 中 所 画 的 复 形 . 顶点 vi ,wv,， ~ 
,V4 生成 Zo(K) = Co(K) ,并 且 C,(K) 可 以 看 作 由 ~ 
定向 1 单纯 形 
(v1 ,v2 ) ， (v1 ,v4), (22 ,23 ) ， (v, ,v4 ) ， (v3 ,V4) 、 : 
生成 的 自由 交换 群 . 因此 ,Bo(K) =9C1(K) 由 名- ” 号 各 
vi,V4 一 01,03 一 02 ,V4 一 V2 ,V4 一 V3 生成 ,并 且 我 们 看 到 图 8.5 
V1 ,9; ,V3 ,V4 都 决定 同一 个 同调 类 . 于 是 ， 
Ho(K) = Zo(K)/Bo(K) 
是 一 个 无 穷 循环 群 ,由 [w ] 生 成 . 
群 Z,(K) 由 初等 1 闭 链 生成 ,通过 观察 可 知 共 有 6 个 , 即 
z1 = (7222) +( 轨 04) + (v4 ,01 ) ， 
2 = (Vy,03) + (V3,04) + (v4 ,V2 ) ， 


z3 = (v1 ,V2) + (za ,23 ) +《〈23 024) 十 (v4 ,01), 
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再 加 上 -2 ， -2 与 -aa 由 于 有 =z +z, 我 们 知道 ,Z1(K) 兰 Z@Z, 生 成 元 为 z ， 
及 复 形 K 只 有 一 个 2 单纯 形 , 故 C,(K) 是 (vw,v,,v) 所 生成 的 无 穷 循 环 群 . 这 表示 
Bi(K) =9C,(K) 由 9(,w,v4) =zs 生成 . 因此 ,1 维 同调 群 忌 (天 ) 同 构 于 乙 , 由 
[2 ] 生 成 . 

最 后 ,不 存在 2 闭 链 , 也 不 存在 维 数 大 于 2 的 单纯 形 , 因 此 H,(K) =0,g>2. 

例 2 若 复 形 天 的 两 个 顶点 ww 属于 1KI 的 同一 个 连通 分 支 , 则 它们 是 同调 
的 . 因为 我 们 可 以 用 一 个 棱 道 wiv,…viw 连接 wv 到 w, 其 中 任意 两 个 相 邻 的 顶点 不 
相同 ,然后 验证 w -sv 是 1 维 链 (v,o1) + (w ,om) +… + (wi,w) 的 边缘. 读者 可 自己 
搞 清 楚 下 面 的 事实 , 即 不 是 位 于 IKI 的 同一 个 连通 分 支 的 两 个 顶点 不 能 同调 ,并 日 
单个 顶点 的 整数 倍 不 为 边缘 ,从 而 证 明了 下 面 的 结果 . 

(8.2) 定理 有 (K) 是 自由 交换 群 , 它 的 秩 等 于 |IK| 的 连通 分 支 数 . 

例 3 设 K 为 环 面 的 一 个 单纯 剖 分 . 如 果 把 所 有 的 2 单纯 形 相 容 地 定向 , 取 它 
们 的 和 ,并 且 求 边缘 , 则 单纯 剖 分 中 的 每 条 楼 恰好 出 现 两 次 ,并 且 以 相反 的 定向 各 
出 现 一 次 . 因此 有 一 个 2 维 闭 链 . 不 难 验 证 ,任何 其 他 的 2 闭 链 必 然 是 这 个 闭 链 的 整 
数 们 (假设 定向 三 角形 (a,65,c) 以 系数 入 出 现在 某 个 2 闭 链 中 , 则 和 (b,c) 必 将 在 它 的 
边缘 内 出 现 . 但 由 3 与 c 所 张 成 的 棱 还 在 ,而 且 只 能 在 K 的 另 一 个 三 角形 上 ,这 个 
三 角形 的 第 三 个 顶点 用 d 来 记 . 能 将 和 (5,c) 这 一 项 消除 的 唯一 可 能 性 就 是 将 这 个 
领 近 三 角形 定向 为 (d,c,6b) ,也 就 是 与 (a,b,c) 相 容 地 定向 ,并 以 同样 的 系数 入 包 
括 到 我 们 那个 2 闭 链 中 来 . 这 样 对 于 一 个 一 个 三 角形 作 下 去 ,直到 把 复 形 内 所 有 的 
三 角形 都 考虑 到 ,我 们 就 看 到 必须 将 所 有 的 三 角形 相 容 地 定向 ,并 且 给 它们 以 同样 
的 系数 A. ) 由 于 在 环 面 的 单纯 前 分 中 没有 3 单纯 形 ,所 以 没有 2 维 边缘 ,于 是 已 
(天 ) 同 构 于 乙 . 

如 果 加 以 更 改 而 考虑 穿孔 环 面 的 单纯 前 分 , 则 不 存在 2 闭 链 ,因为 ,即使 我 们 
如 上 面 那样 把 所 有 相 容 定向 的 三 角形 都 包括 进来 , 当 计 算 边 缘 时 ,位 于 环 面 开口 圆 
周 上 的 棱 不 能 被 抵消 而 最 终 将 留 下 . 这 时 ,2 维 同调 群 是 零 . 

Klein 瓶 单纯 襄 分 以 后 计算 2 维 同调 群 也 为 零 . 同样 ,也 是 由 于 不 存在 2 维 闭 
链 ,但 这 次 是 由 于 另 一 个 不 同 的 原因 . Klein 瓶 不 可 定向 ,不 可 能 把 它 的 一 个 单纯 剖 
分 的 全 体 2 单纯 形 给 以 相 容 的 定向 . 

注意 2 维 同 调 群 很 顺利 地 帮助 我 们 把 环 面 (一 个 可 定向 曲面 ) 与 Klein 瓶 (一 
个 不 可 定向 曲面 ) 区 别 开 来 . 

例 4 设 复 形 天 是 一 个 锥 形 , 换 句 话说 ,K 同 构 于 一 个 形 如 CL 的 复 形 ,其 中 区 的 
维 数 比 K 的 低 一 个 . 设 ” 为 天 内 唯一 的 那个 不 在 工 内 的 顶点 ,通常 叫做 天 的 尖顶 

锥 形 总 是 连通 的 ,因此 , 按 定理 (8.2) 有 f(K) 兰 Z. 考虑 gq >0 的 情形 ,定义 同 
态 d:C,(K) 一 Cu (KK) 如 下 . 若 天 的 定向 9 单纯 形 rc = (wm ,… ,2 ) 在 工 内 ,我 们 定 
义 dg) = (v,vo，,…,2); 其 他 情形 置 4(o) =0. 显然 4(o) 只 依赖 于 og 的 定向 
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(不 依赖 于 选 来 代表 这 个 定向 的 特殊 顶点 次 序 ) ,并 且 在 C,，,(R) 内 dc) +d(- 
0) =0. 因此 4 决定 了 从 C,(K) 到 C,,,(K) 的 一 个 同 态 . 可 以 对 任何 定向 g 单纯 形 
0 验证 
od() = o - do(o). 
(例如 ,车 o 在 工 内 , 则 
Od(o) =9(v,v00,…… ,0,) 


= (v0, ,v0 ) + >( ee (2500 ,DV ) 
=0 -do(o). 
为 一 种 情形 留 给 读者 自己 去 验证 . ) 因 此 , 若 z 是 天 的 9 闭 链 ,我 们 有 
od(z) = z -do(z) = &. 
这 表明 每 个 9 闭 链 是 4 边缘 ,于 是 对 于 9 >0,H,(K) =0. 

例 5 设 A"" 为 (n+1) 单 纯 形 (n>0) 以 及 它 所 有 的 面 共同 构成 的 单纯 复 形 ， 
设 " 为 位 于 A"* 边界 上 的 单纯 形 所 构成 的 复 形 . 因此 ,1 "1 同 胚 于 5”. Y" 与 
4"” 直到 维 数 n, 所 包含 的 恰好 是 相同 的 一 些 单纯 形 . 而 4 维 同 调 群 的 定义 不 涉及 
维 数 大 于 g +1 的 单纯 形 , 从 而 

H,(Y") = H(A"") 
当 0<gq<n -1 时 成 立 .但 4A"“' 是 锥 形 ,由 例 4 有 本 (") 当 2Z,H,(5") =0,1<g< 
n -1.( 记 住 ,我 们 假定 n>0. "由 两 个 点 组 成 ,所 以 按 例 2 有 五 (') =Z@Z. ) 
由 于 Z" 没有 (n+1) 单 纯 形 ， 
H.(Z") = 2Z,(5") = 2Z,(A""). 
又 由 于 及 .(A"") =0, 我 们 有 
Z.(A™) = B,(A”) = 9C (A ). 

后 者 显然 是 无 穷 循 环 群 ,于 是 H,( 允 ") 兰 Z. 把 袜 " 的 全 体 单纯 形 相 容 地 定向 就 
得 到 一 个 生成 元 . 当然 ,及 ( 王 ") =0,g >n. 

一 有 旦 验证 了 同调 群 的 拓扑 不 变性 ,就 可 把 HH( 允 ") 称 作 n 维 球面 的 同调 群 . 

例 6 棱 环 道 与 初等 1 维 闭 链 看 起 来 如 此 相似 ,所 以 复 形 的 棱 道 群 与 1 维 同 
调 群 之 间 有 着 紧密 联系 是 不 足 为 奇 的 . 

设 IKI 是 连通 的 , 选 定 一 个 项 点" 作为 基点 ,任意 一 个 棱 环 道 a = wv,…viv 给 
出 一 个 1 维 闭 链 

za) = (V0) + (Vi,0) + + (vi,9), 
这 里 当 =vi,1 时 我 们 就 可 以 略 去 (v;,v,1). 如 果 把 定义 楼 环 道 之 间 等 价 关 系 的 那 
种 运算 之 一 施用 于 一 条 楼 环 道 , 则 所 得 到 的 棱 环 道 显然 同调 于 原来 那 一 条 . 因此 ， 
对 应 qh>z(a) 给 出 一 个 映射 $:E(K,v)-H,(K). 从 由 的 定义 可 知 它 是 同 态 . 我 们 
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将 要 证 明 由 为 满 映射 ,由 的 核 是 群 E(K,v) 的 换 位 子 群 . 回想 楼 道 群 E(K,v) 同 构 
于 1IK&I 的 基本 群 ,我 们 将 有 下 列 结果 . 

(8.3) 定理 若 IKI 是 连通 的 , 则 基本 群 交 换 化 就 是 天 的 1 维 同调 群 . 

为 证 明 : 由 是 满 同 态 , 只 需 证 明 每 个 初等 1 维 闭 链 的 同调 类 在 $ 的 象 里 . 但 初 
等 1 闭 链 正 是 一 个 定向 的 简单 楼 环 道 看 作 它 的 各 个 定向 楼 的 和 , 比如 说 

31 = (Ws) + (2 203) +t … + (Ww, ,1 ). 

如 果 我 们 用 棱 道 y 连接 " 与 w ,并 且 置 e = yz…ay 7 , 则 z(a) =z, 正 是 我 们 
所 需要 的 . 

由 于 及 (kK) 是 交换 群 ,$ 的 核 必然 包含 着 E(K,v) 的 换 位 子 群 . 因此 ,只 需 证 
明 :者 ca 为 棱 环 道 ,使 得 z(a) 为 边缘 闭 链 , 则 { a] 属于 E(K,v) 的 换 位 子 群 . 如 前 有 

Q = WivV 061， 
并 且 设 
z(a) = 9(Aoi +… + Aio,), 
其 中 0; 是 的 定向 2 单纯 形 . 设 ri = (a,bi,c;) ,并 对 每 个 i 选取 楼 道 y 连接 "到 
ai. 棱 环 道 yiaibiciyi" 等 价 于 平凡 楼 环 道 v, 从 而 乘积 
B= I (yabieyr A 
也 是 这 样 ,于 是 得 到 {qa8”} = | al. 注意 
z( Yiaibiciyi" ) = 9( Qi,b;,ci), 

因此 有 z(aB8”) =0. 但 一 个 楼 环 道 在 a 上 ->z(a) 之 下 映 为 1 维 闭 链 0, 仅 当 定向 楼 
(a,b) 出 现 n 次 时 ,(b,a) 也 出 现 n 次 . 回顾 定理 (6. 12) 中 定义 的 同 态 0:E(K,v) 一 
G(K,L). 在 9 之 下 , 像 a8”“ 这 样 的 环 道 所 代表 的 等 价 类 将 映 为 群 内 一 些 元 素 的 乘 
只 ,这 每 个 群 元 素 与 它 的 逆 元 素 出 现 同 样 的 次 数 . 因此 ,如 果 我 们 先 施 用 9, 然 后 使 
G(K,L) 交 换 化 ,元 素 |1aB 1 将 映 为 0. 但 9 是 一 个 同 构 , 因 此 ,| a8-!'| = {al 必然 
在 E(K,v) 的 换 位 子 群 内 ,这 就 完成 了 证 明 . 

设 天 为 组 合 曲面 . 则 按 定 理 (8.2) 有 Ho(K) 涯 Z, 为 了 求 定 Hi(K) ,只 需 将 IK| 
的 基本 群 交换 化 . 这 在 第 7 章 末 尾 曾经 作 过 ,结果 是 

0， 若 | 开 | 为 球面 ; 
Hi(K) = 若 1K| 为 亏 格 g 的 可 定向 曲面 ; 
(g -1)Z@Z,， 若 IKI 为 亏 格 g 的 不 可 定向 曲面 . 
上 面 例 3 的 论证 表明 , 当 组 合 曲 面 K 可 定向 时 三 (K) 为 Z, 不 可 定向 时 为 0. 暂时 
先 承 认同 调 群 的 拓扑 不 变性 ,可 写作 
肌 (K) = {局 车 | 1 为 可 定向 曲面 
， ” 若 不 是 . 
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习 题 


11. 计算 下 列 复 形 的 同调 群 : 
(a) 取 三 角形 边界 三 个 使 它们 连接 在 一 个 顶点 ; 
《b) 两 个 中 空 的 四 面体 沿 着 一 条 棱 焊 接 ; 
(c) 一 个 复 形 , 它 的 多 面体 同 胚 于 Mabius 带 ; 
(d) 一 个 复 形 , 它 单 纯 地 剖 分 圆柱 面 . 
12. 树 形 的 同调 群 是 什么 ? 
13. 证 明 任何 图 形 与 一 束 圆 周 有 相 同 的 同 伦 型 ,同时 提出 一 个 公式 来 表达 图 形 的 1 维 Betti 数 . 
14. 计算 “ 蜡 帽 "的 某 一 单纯 训 分 的 同调 群 . 
15. 补 齐 例 4 中 的 计算 ad(og) =o -do(c). 
16. 对 于 开 了 上 个 洞 的 球面 , 试 计算 它 的 某 个 单纯 前 分 的 同调 群 . 
17. 车 1K1 同 胚 于 有 7 个 洞 的 标准 可 定向 曲面 H(p,r) ,证 明天 的 1 维 Betti 数 为 
B =2p+r-l. 
KK 的 2 维 Betti 数 是 什么 ? 
18. 若 IK1 同 胚 于 M(q,s) (第 7 章 的 习题 28 中 的 定义 ) ,K 的 Betti 数 是 什么 ? 
19. P" 的 单纯 前 分 有 怎样 的 m 维 Betti 数 ? 
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设 天 沁 为 复 形 ,s: 1 天 | 一 | 为 单纯 映射 . 用 ,我们 要 对 每 个 9 构造 一 个 同 态 
sy:C,(K) 一 C,(L). 
记 住 ,一 个 单纯 映射 把 单纯 形 线 性 地 映 满 一 个 单纯 形 , 但 是 ,单纯 形 的 维 数 可 
以 降低 . 给 了 天 的 一 个 定向 9 单纯 形 go = (wo，,…,v,) ,车 所 有 的 顶点 s (v6)，…，,s 
(wv ) 都 不 相同 ,我 们 定义 s, (oa) 为 定向 g 单纯 形 (*(mw ) ,…,s(w ) ) ,其 他 情形 则 令 
ss(0) =0. 由 于 显然 有 
ss(-0) =-s,(0), 
这 就 决定 了 从 C,(K) 到 C,(L) 的 同 态 . 
我 们 断言 ,s。 又 转 而 诱导 同 态 
so :H,(K) — H,(L). 
为 了 要 证 明 这 一 点 ,必须 阐明 s, 将 天 的 闭 链 映 为 工 的 闭 链 ,并 且 把 边缘 映 为 边缘 . 
最 有 效 的 办 法 就 是 用 下 面 的 引 理 . 
(8.4) 引 理 os =s6_10:C,(K) 一 C,_1(L) ,也 就 是 说 ,下 面 的 图 表 可 交换 : 
jy 1 ,CAD) 


CuK CelD 


150 第 8 章 单纯 同调 


证 明 ”我 们 来 证 明 对 于 天 的 任意 定向 9 单纯 形 o = (mw ,… ,2 ) 有 
Os (0) = so(c). 
如 果 所 有 的 顶点 s(w6),…,s(vw,) 互 异 ,这 是 很 明显 的 . 若 不 然 , 设 s(v) =s(v,) ,其 
中 j < 按 定义 我 人 有 s,(o) =0, 从 而 @s,(o) =0. 但 


本 


sg10(0) = > (一 1)'s01 (vo ,Ds 0, ). 


分 析 这 个 和 式 中 的 项 , 若 i 不 是 ;或 如 则 


S$g-1 (v0 ,Di ) 0. 


剩 下 的 两 项 是 
C= 1)’s, (EE A 1) ts (Vos ,Ds ). 
这 两 项 不 为 0, 仅 当 * 把 v 与 w 映 为 同一 点 ,并 且 除 此 之 外 ,再 没有 别 的 顶点 被 


粘 合 了 . 但 这 时 ,由 于 
(2 ) 
= (s(v0) ,7, 0) ,sv,)) 
= (1 (Gs(v),, A ,os (v0,)) 
= (-— 1) "sa (vo, ,Ds ,D0 ) ， 
这 两 项 又 互相 抵消 . 
现在 看 K 的 任意 9 闭 链 z, 即 9(z) =0. 按 引 理 (8.4) 有 
gs,\z) = sy 10(z) = 0， 
可 见 sr(z) 是 工 的 9 闭 链 . 类 似 地 ,着 5eB,(K), 则 b=9c,ce C, (天 ), 但 是 
Osgn(c) = sg(c) = s,(b), 
于 是 有 s, (2) e B,(L). 因此 
ss(Z(K)) CZ(L), ss(B(K)) CB(L), 
这 正 是 我 们 所 需要 的 . 
在 本 节 最 后 介绍 几 个 术语 ,这 将 有 助 于 使 以 后 几 节 的 陈述 简化 不 少 . 群 与 同 态 
构成 的 一 个 总 体 
C,(K) sa pa Ey Rs 
叫做 天 的 链 复 形 , 记 作 C(K). 如 果 对 每 个 g, 有 同 态 :Cs(K) 一 C, (ZL) 满 足 
og, = 中 19， 
则 把 它们 总 起 来 简 记 作 $:C(K) 一 C(L) ,并 把 中 叫做 一 个 链 映射 . 
因此 ,从 天 到 工 的 一 个 单纯 映射 诱导 了 天 的 链 复 形 到 工 的 链 复 形 的 一 个 链 映 
射 . 链 映射 的 重要 性 质 是 它 诱导 了 同调 群 之 间 的 同 态 
史书 (天 ) —» H(L). 
证 明和 上 面 对 于 单纯 映射 所 诱导 链 映射 的 这 个 特殊 情形 给 出 的 证 明 完全 一 样 . 
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有 时 ,在 不 致 引起 混乱 的 前 提 下 ,我 们 还 要 进一步 简化 记号 ,简单 地 把 同 态 写成 
$b:C(K) 一 C(Z) ， 
$b.:H,(K) — H,(L). 

(8.5) 引 理 若 :C(L) 一 C( 有 H) 是 另 一 个 链 映射 , 则 
Ww° $b:C(K) — C(M) 

为 链 映 射 , 并 且 
(Yo), = yy.° $b.:H(K)—H,(M). 
证 明 留 给 读者 自己 去 完成 (习题 20). 


8.5 辐 式 重 分 


本 节 的 目的 是 要 证 明 重 心 重 分 不 改变 复 形 的 同调 群 . 为 此 ,我 们 将 要 阐明 ,重心 重 
分 一 个 复 形 可 以 怎样 通过 逐次 使 用 一 种 非常 简单 的 称 为 辐 式 重 分 的 运算 而 达成 

设 天 为 复 形 ,4 为 K 的 一 个 单纯 形 ,并 设 v 为 4 的 重心 . 把 天 的 单纯 形 按 下 述 
方式 分 裂 . 毫 不 涉及 不 以 4 为 一 个 面 的 单纯 形 . 若 4 <B, 令 工 为 B 的 边界 上 的 一 个 
子 复 形 ,由 所 有 的 不 以 4 为 面 的 单纯 形 构成 ;将 B 替换 为 以 为 底 ,ov 为 尖顶 的 锥 
形 ,如 图 8. 6. 这 样 做 是 有 意义 的 ,因为 把 v 添 入 L 内 任何 单纯 形 的 顶点 集合 之 后 仍 
然 是 一 组 处 于 一 般 位 置 的 点 . 如 此 所 得 的 复 形 记 作 K' ,我 们 说 K' 是 从 经 过 辐 式 
重 分 单纯 形 4 而 得 到 的 . 


六 大红 


L 上 以 vy 为 尖顶 的 锥 形 
图 8.6 
如 果 从 一 个 复 形 天 出 发 , 按 从 高 维 到 低 维 的 顺序 依次 辐 式 重 分 天 的 每 个 单纯 
形 ( 同 维 数 的 单纯 形 , 先 分 哪 一 个 ,后 分 哪 一 个 都 无 所 谓 ). 于 是 ,如 图 8. 7 ,我 们 将 
得 到 第 一 次 重心 重 分 . 当然 可 以 再 重复 这 个 步骤 达到 任何 K”. 
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(8.6) 定理 若 K' 是 从 K 经 过 单独 一 个 辐 式 重 分 而 得 到 的 , 则 天 ' 与 到 有 同 构 的 同 
调 群 . 

(8.7) 系 重心 重 分 不 改变 复 形 的 同调 群 . 

我 们 要 构造 一 个 链 映射 xX:C(K) 一 C(K') ,并 且 证 明 它 诱导 同调 群 之 间 的 同 
构 . 如 同 往常 ,只 需 明确 Xx 在 天 的 一 个 典型 的 定向 9 单纯 形 上 怎样 作用 ,并 相应 地 
小 心 注意 是 否 

XC-I) =-x(o). 
设 K' 是 K 经 过 对 单纯 形 4 作 辐 式 重 分 而 得 到 的 . 若 4 是 o 的 面 , 则 构成 K' 时 ,o 分 
裂 成 若干 个 较 小 的 g 单纯 形 . 定义 Xx(o) 是 K' 的 那 一 个 g 链 , 它 是 K' 内 构成 o 的 各 
个 g 单纯 形 定向 后 之 和 ,这 每 一 个 小 g 单纯 形 的 定向 是 由 原来 的 定向 诱导 来 的 . 
图 8. 8 举例 说 明了 这 个 定义 . 更 形式 化 一 些 说 , 若 
CI = (v0, 2 V+ 7 9 


并 且 Vo ,DL 是 4 的 顶点 , 则 


k 


xX(o) = > DT 


i=0 


若 o 不 以 4 为 面 , 则 令 x(o) = 


vo yy vo 


XVosvisv2)=(v,V1,v2)—(v,vo,v2) 


图 8.8 


YI 


(8.8) 引 理 xX 是 链 映 射 

证 明 不 外 乎 计算 9 x 与 如 18 在 天 的 一 个 典型 4 维 定向 单纯 形 上 的 效果 , 验 
证 二 者 是 相等 的 . 这 些 就 留 给 读者 自己 去 作 . 虽然 像 引 理 (8. 8 ) 这 样 的 结果 ,证 明 
起 来 必定 是 计算 性 的 ,可 是 几何 上 的 考虑 总 是 给 出 很 强 的 暗示 ， 表明 这 样 的 结论 应 
当成 立 .x 施用 于 天 的 一 个 定 向 单纯 形 所 得 到 的 是 分 裂 后 各 定向 单纯 形 之 和 ,这 一 
点 并 无 出 奇 之 处 ,关键 在 于 由 此 而 产生 的 ,额外 的 边缘 都 互相 抵消 掉 . 在 图 8.8 里 ， 
这 个 事实 相当 清楚 ,其 中 

Ge ,22) = O(V,V ,9) — O(v, Vo ,V, ) 
= X10(V0 ,V1 ,0,) — (2,02) + (v,9,). 


自然 地 , 称 x 为 重 分 链 映射 . 于 是 有 同 态 
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XH (K) A,(K'), 

而 我 们 将 证 明 这 些 同 态 是 同 构 ,从 而 证 明定 理 (8. 6). 

仍然 令 v6。,… ,v; 表示 4 的 顶点 ,v 表示 4 的 重心 . 设 9 为 从 K' 到 的 单纯 映 
射 , 它 把 v 送 到 vo, 并 使 K' 的 其 他 顶点 保持 不 动 . 用 同一 个 记号 9 表示 它 所 诱导 的 
从 C(K') 到 C(K) 的 链 映射 . 现在 对 每 个 g,9, 是 C,(K) 的 恒 等 同 态 ,由 引 理 (8. 5) 
就 知道 

H(K) LH(K') -也 (有 

是 恒 等 同 构 . 

我 们 完全 有 理由 相信 0, 为 x ,之 逆 . 设 z 为 K' 的 g 闭 链 , 考 虑 z-x0(z). 若 天 为 
KK 内 所 有 以 v 为 顶点 的 单纯 形 以 及 它们 的 面 所 共同 构成 的 子 复 形 , 则 工 是 以 ov 尖 
顶 的 一 个 锥 形 . 而 且 z -x6(z) 是 工 的 一 个 4 闭 链 ,这 是 因为 x 与 9 在 L 之 外 为 恒 等 
映射 ,并 且 

9(z -XYb(z)) = 9(z) -x00(z) = 0. 
但 是 ,从 8.3 节 的 例 4, 锥 形 的 同调 是 完全 知道 的 : 当 g >0 时 
H(L) =0, HH(L)=Z. 
因此 , 当 g >0 时 , 闭 链 z -x0(z) 必 为 L 上 某 个 (gq +1) 链 的 边缘 ,自然 也 就 是 KK' 的 
一 个 (q +1) 链 的 边缘 . 换 句 话说 ,z 与 Xx9(z) 代 表 及 (K') 内 的 同一 个 同调 类 . 这 就 
证 明了 
0. Xs 
H,(K') —»H,(K) »H,(K') 

为 恒 等 同 构 , 从 而 ,验证 了 x ,是 一 个 同 构 .g =0 的 特殊 情形 留 给 读者 自己 去 作 . 这 
就 完成 了 定理 (8.6) 的 证 明 . 

若 K” 为 K 的 重心 重 分 , 则 我 们 可 以 从 出 发 经 过 一 序列 有 限 多 次 辐 式 重 分 
而 得 到 它 ， 所 有 相应 的 重 分 链 映 射 复合 起 来 给 出 一 个 链 上 映射 

X:C(K) 一 C( 天 ") ， 

叫做 重 分 链 映射 顺 着 另 一 个 方向 ,对 应 于 每 个 辐 式 重 分 有 一 个 单纯 映射 9: 它 不 
是 唯一 的 ,但 我 们 约定 每 一 步 选 定 其 中 一 个 . 这 些 单纯 映射 的 复合 仍 用 同一 记号 ， 
我 们 号 6: 1K”"1 一 1K1, 像 这 样 造 出 的 映射 将 叫做 标准 单纯 映射 . 


习 题 


20. 证 明 引 理 (8. 5 ). 

21. 核验 重 分 映射 Xx:C(K) 一 :C(K') 是 链 映射 . 

22. 通过 验证 Euler 示 性 数 经 过 辐 式 重 分 不 变 , 而 给 出 重心 重 分 不 改变 Euler 示 性 数 的 第 二 个 
证 明 . 


154 第 8 章 单纯 同调 


23. 设 s:1K"1 一 Ll 单纯 地 逼近 f:1K"! 一 1L1, 若 n>m, 并 且 9:1K 1 一 1K"1 是 一 个 标准 单纯 映射 ， 
证 明 s6:1 有 1 一 1 单纯 地 逼近 疡 1 全 1 一 1 


8.6 不 变性 


复 形 的 同调 群 昌 是 用 复 形 的 单纯 结构 而 定义 的 ,但 却 是 相应 多 面体 的 同 伦 型 
不 变量 . 现在 我 们 就 来 阐明 为 什么 是 这 样 . 论证 之 中 ,那些 过 多 的 . 易 使 初学 者 感到 
迷惑 的 计算 性 细节 将 有 步 又 地 放 在 本 节 未 尾 的 习题 中 去 . 

主要 定理 是 下 面 的 几 个 . 

(8.9) 定理 任何 连续 映射 广 1IKI 一 1Z1 对 每 个 维 数 诱导 一 个 同 态 厂 :H,(K) 
—H,(L)®. 

(8.10) 定理 车/ 是 IK1 的 恒 等 映 射 , 则 每 个 /, :HH,(K) 一 H,(K) 为 恒 等 同 
态 , 并 且 , 若 有 两 个 连续 映射 IK1 一 >1L1_ >1M1, 则 对 一 切 g 有 

(g°f). =g8.°f,:H,(K)—H(M). 
(8. 11) 定理 若 /,g :1KIl 一 1L1 为 同 伦 的 映射 , 则 对 一 切 q 有 
f. =g,:H,(K) — H,(L). 

立刻 可 以 导出 : 若 多 面体 1KI 与 1L1 有 相同 的 同 伦 型 , 则 kK 与 上 有 同 构 的 同调 群 . 因 
为 ,车 f:1KI 一 1L1 为 同 伦 等 价 ,g 是 它 的 同 伦 逆 , 则 复合 同 态 


BR RY: 


H,(L) —»H,(K) EA 

都 是 恒 等 同 态 . 从 而 ,对 于 每 个 g, 了 :有 (kK) 一 H(L) 是 同 构 . 

因此 , 痢 了 是 紧 致 可 剖 分 空间 , 则 任意 选 一 个 单纯 剖 分 1: IKI->X, 并 且 用 它 来 
定义 半 的 同调 群 H,(X) , 即 H,(X) =H,(K). 无论 怎样 选取 单纯 剖 分 ,我 们 将 得 到 
同一 个 群 ( 除 一 个 同 构 ). 

我 们 已 经 看 到 一 个 单纯 映射 怎样 诱导 了 同调 群 的 同 态 . 自然 地 ,单纯 通 近 定理 
(6.7) 使 我 们 能 过 渡 到 任意 连续 映射 的 一 般 情形 . 设 /: IKI 一 1L1 连 续 , 选 取 它 的 一 
个 单纯 副 近 s: 1K”| 一 >1L1l. 设 xX:C(K) 一 C(K”) 为 重 分 链 上 映射 , 则 定义 所 诱导 的 同 
态 /. :有 ,(K) 一 H,(L) 为 复合 同 态 


H,(K) oH,(K") HL). 
遗憾 的 是 在 这 个 定义 中 包含 着 一 个 选择 , 即 单纯 逼近 * 的 选择 . 为 了 要 说 明 这 


@ 实际 上 应 当 用 更 麻烦 的 记 法 所 , ;H,(K) 一 有 (LL). 
@ 不 要 忘记 在 本 章 里 所 有 的 单纯 复 形 都 是 有 限 的 . 
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个 选择 实际 上 不 影响 最 后 的 结果 ,并 且 为 了 要 证 明定 理 (8. 10) 与 定理 (8. 11) ,我 
们 需要 下 列 的 两 个 结果 . 

(1) 若 s,t:1KI 一 IL| 是 在 下 述 意义 下 “邻近 ”的 单纯 映射 , 即 对 K 的 每 个 单纯 
形 4, 可 以 找到 工 内 的 单纯 形 B, 使 得 s(A) 与 i(4) 都 是 B 的 面 , 则 对 一 切 g 有 

s.= t,:H(K) — H(L). 

(2) 若 f,g:1KI 一 1L| 为 同 伦 的 映射 , 则 可 以 找到 单纯 误 分 K” ,以 及 一 序列 单 
纯 映射 51,…,s,:1K"1 一 1L1, 使 得 si 单纯 地 通 近 f,s, 单纯 地 逼近 5 ,并 且 相 邻 的 每 
一 对 单纯 映射 s,si,1 在 结果 1 的 意义 下 邻近 . 

在 本 节 末 的 习题 24 ~32 中 将 结果 1 与 结果 2 的 证 明 分 解 成 了 比较 容易 逐个 
完成 的 步 又 . 

假定 我 们 按 两 种 不 同 的 方式 单纯 地 逼近 了 一 个 已 给 的 连续 映射 f: 1K1-_)1L| 
即 通过 单纯 映射 8: 1K"1 一 IL 与 1: 1K"| 一 1L1, 其 中 n>m. 设 

Xi:C(K) CR), Wo:C(K") —» C(K') 
为 重 分 链 映射 ,并 且 设 9: 1K"1 一 1K"| 是 一 个 标准 单纯 映射 . 如 果 我 们 想 说 明 无 论 
用 :或 i 来 定义 f, 都 一 样 , 则 必须 验证 
Si = ta :HK) — H,(L). 


容易 看 出 s9: 1K"I 一 ILl 是 了 : | 天 1 一 1Z1 的 单纯 逼近 . 但 上 也 是 . 因此 ,sb 与 1 必然 是 
邻近 的 单纯 映射 ,并 且 
ss.0，= 1t,:H,(K") — H,(L). 
由 于 已 经 知道 9, 与 x,, 是 互 逆 的 ,我 们 有 
bX2rNXi 三 SO = Si ， 
这 正 是 所 需要 的 . 现在 就 真正 有 了 一 个 完善 定义 的 同 态 
f.:H,(K) — H,(L), 
我 们 于 是 证 明了 三 个 主要 定理 中 的 第 一 个 一 一 定理 (8.9). 
定理 (8. 10) 的 证 明 定理 的 第 一 部 分 从 同 态 的 构造 方式 显然 得 出 . 设 已 给 连 
续 映 射 


RA 
我 们 先 选取 g:17"1 一 1MI 的 单纯 表 近 1:17"1 一 1M1, 然 后 再 选取 f:1K"1_ 17"1 的 
单纯 通 近 :1K" 1 1L"1. 令 
Xi:C(K) 一 CCOR)， 刀 :CC) 一 CPP) 
为 重 分 链 映 射 ,并 且 令 0: 1 1 王 1L1 为 一 个 标准 单纯 映射 . 看 下 面 的 由 同调 群 与 它 
们 的 同 态 构 成 的 图 表 : 
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HI(K") —S > HAL) 
f be 
A | je 
H a(K) a FPC) 8g. H a M) 


不 难 验 证 0 单纯 地 到 近 f: 1K”"1 一 1L| ,ws 单纯 地 逼近 gf: 1K"1 一 >1M1. 因此 
ge of = tNX2 0.5.X, 
= is = (ts) Xi. 
= (g°/),， 
如 所 和 欲 证 . 

定理 (8. 11) 的 证 明 这 从 前 面 的 结果 1 与 结果 2 直接 得 出 ,因为 按 结果 2 中 

确立 的 记号 ,我 们 有 
ff = SX = S20X« = = SX = 

完成 了 不 变性 证 明 以 后 ,我 们 就 可 以 开始 解决 一 些 有 趣 的 问题 . 参照 8. 3 节 的 计 
算 ,我 们 知道 ,n >0 时 ,n 维 球面 的 同调 群 是 

H(S") = 2, 

H.(S") = 2, 

H(S") =0, 当 g #0,n. 
又 (SS) =ZOZ,H,(S) =0,3 gz0. 

(8.12) 定理 若 mzn, 则 S” 与 S" 不 具有 相同 的 同 伦 型 . 

证 明 HH,,(S") 同 构 于 H,(5S"), 仪 当 m=n. 

(8.13) 系 两 个 欧 氏 空间 同 胚 , 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 维 数 ， 

证 明 车 h:E" 一 E" 为 同 胚 , 则 

S™ ~E"-|0) =E"- |h(0)} ~S". 
因此 按 定理 (8.2) 必 有 m=n. 

(8.14) Brouwer 不 动 点 定理 把 再 映 到 自己 的 连续 映射 至 少 使 有 一 点 
不 动 . 

证 明 ”模仿 5.5 节 中 对 n=2 情形 的 证 明 , 用 (n -1) 维 同调 群 代替 基本 和 群 ( 另 
一 种 证 法 见 定理 (9. 18)). 

(8. 15) 定理 若 h:|IKI 一 S 是 闭 曲面 3 的 一 个 单纯 剖 分 , 则 $ 可 定向 , 当 且 仅 
当天 的 全 部 三 角形 可 以 相 容 地 定向 . 

证 明 若 $ 可 定向 ,在 第 7 章 中 已 经 证 明天 的 全 体 三 角形 可 以 相 容 地 定向 . 若 
$ 不 是 可 定向 的 , 则 可 找到 一 个 单纯 复 形 虐 剖 分 5, 工 的 单纯 形 不 能 相 容 地 定向 ， 
用 上 来 计算 5 的 同调 得 出 H,($S) =0. 但 如 果 用 天 来 计算 ,应 当 得 到 相同 的 结果 . 因 
此 H,(K) =0, 这 表明 天 的 三 角形 不 能 相 容 地 定向 . 


24. 
25. 


27. 


28. 
29. 
30. 


3 


bk 


32. 


33. 
34. 
35. 
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习 题 


若 s,t:1K”"1 一 1L1 都 是 f:1K"1 一 IL 的 单纯 逼近 ,证 明 * 与 上 是 邻近 的 单纯 映射 . 
设 s,t:1KI 一 1L1 为 单纯 映射 ,并 且 假 定 对 每 个 gg 有 同 态 d,:C,(K) 一 C,,, (5) 满足 

ds190 + 90d, =t-s:C(K) — C,(L). 
证 明 * 与 1 诱导 同调 群 之 间 相 同 的 同 态 . 同 态 id, | 总 起 来 叫做 s 与 i 之 间 的 一 个 链 同 伦 . 
在 下 面 三 个 习题 中 我 们 将 造 出 两 个 邻近 单纯 映射 ;,i: 1KI 一 1L1 之 间 的 链 同 伦 . 先 介绍 一 个 名 
词 . 设 o 为 K 的 一 个 定向 单纯 形 ,L 内 同时 以 s(o) 与 i(o) 为 面 的 单纯 形 之 中 最 小 的 一 个 叫 
做 er 的 承载 形 . 


“对 于 og =veCo(K), 当 s(v) =t(v) 时 定义 do(o) =0; 当 s(v) 关 i(v) 时 定义 do(o) = 


(s(v) ,上 2) ). 验证 

odo = -ss:Co(K) — Co(L) 9 
并 且 do(o) 是 o 的 承载 形 上 的 一 个 链 . 何 处 用 到 了 * 与 上 邻近 这 一 事实 ? 
假定 对 于 0<i<g -1 定义 了 同 态 由 :C;(K) 一 Ci(Z) 满 足 : 
(a)d;_19+0d;=t-s:C.(K)—C,(L); 
(b)di(o) 是 o 的 承载 形 上 的 链 . 
若 o 是 的 一 个 定向 g 单纯 形 , 证 明 

da(i(g) -s(o) -d,10(o)) =0. 

并 且 导 出 ,有 某 个 链 ce C,,,(L) 使 得 

tr) -s(o) -di9(o) = c. 
关键 在 于 o 的 承载 形 是 锥 形 . 
令 d,(o) =c, 并 阐明 你 已 经 用 归纳 法 造 出 了 ;与 ;之 间 的 一 个 链 同 伦 . 
现在 你 可 以 证 明 邻 近 的 单纯 映射 诱导 同调 群 相同 的 同 态 了 . 
设 f,g:1KI 一 LI 为 连续 映射 ,并 且 用 d(f,g) <6 表示 对 一 切 xe 1KI,f(x) 与 g(x) 之 间 的 距 
离 小 于 5. 取 由 顶点 的 开 星 形 所 构成 的 1L1 的 开 覆 盖 , 并 设 6 是 它 的 Lebesgue 数 . 若 d(f,g) < 
5/3 ,证 明 集 合 

广 (star(o,Z) ) mg "(star(v,L) ) ,为 工 的 顶点 ， 

构成 | 天 | 的 一 个 开 覆 盖 . 


.用 习题 30 的 结论 求 整数 m, 以 及 一 个 同时 单纯 地 逼近 f: 1K"1 一 1L1 与 g:1K"1 一 1L1 的 单纯 映 


射 s:1K”|I 一 ILl. 
设 f,g:1KI 一 1L1 为 同 伦 的 映射 ,并 设 :1KI x 11L1 是 它们 之 间 的 一 个 具体 的 伦 移 , 记 / 
(x) =(x,t). 对 于 给 定 的 86>0, 求 整数 使 得 
dbm) <6, Ogr<n. 
当 n 充 分 大 时 ,对 每 个 r 求 出 /与 有 ,1)y, 的 公共 单纯 允 近 ,从 而 验证 本 节 的 第 2 个 结果 . 
利用 $ 是 E” 的 一 点 紧 致 化 这 个 事实 给 出 系 (8. 13 ) 的 另 一 个 证 明 . 
将 定理 (8. 14) 的 证 明 详 细作 出 来 . 
若 两 个 闭 流 形 同 胚 , 证 明 它 们 的 维 数 必然 相同 . 
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36. 一 个 ” 维 带 边 流 形 是 指 一 个 第 二 可 数 的 Hausdorff 空间 , 它 的 每 点 有 邻 域 或 者 邮 胚 于 E* ,或 
者 同 胚 于 闭 上 半空 间 也 . 有 邻 域 同 胚 于 E” 的 点 全 体 构成 流 形 的 内 部 . 有 邻 域 U 以 及 同 胚 f: 
E', 一 U 使 得 A0) =x 的 点 x 构成 流 形 的 边界 . 证 明 流 形 的 内 部 与 边界 是 不 相交 的 , 若 h: MM、 
为 两 个 ” 流 形 之 间 的 同 胚 ,证 明 大 诱导 了 的 内 部 与 N 的 内 部 之 间 的 同 胚 ,以 及 呆 的 边 
界 与 的 边界 之 间 的 同 胚 . 


第 9 章 映射 度 与 Lefschetz 数 


9.1 球面 的 连续 映射 


本 章 集中 介绍 同调 论 的 应 用 . 开始 先 引 入 从 n 维 球面 到 自身 的 连续 映射 的 
“度数 ”, 这 是 Brouwer 引入 的 一 个 概念 . 映射 度 使 得 人 们 得 以 判定 球面 到 自身 的 两 
个 连续 映射 是 否 同 伦 . 

选取 n 维 球面 的 一 个 单纯 剖 分 h: 1K1 一 5" ,并 且 选 取 无 穷 循 环 群 有 ,(K) 的 一 
个 生成 元 [zj]. 对 于 任意 连续 映射 5" 一 S” ,用 三 表示 复合 映射 hfh: IKI-IKI ,并 
且 注 意 诱导 同 态 /% : H,(K) 一 H,(K) 将 [z] 送 到 它 自己 的 整数 倍 A[z]. 整数 和 叫做 
连续 映射 了 的 映射 度 ,通常 记 作 deg 大 

剖 分 的 选取 实际 上 不 产生 影响 . 因为 ,如 果 按 t:1L1 一 5S" 来 单纯 前 分 $" ,并 且 
取 [wj] 作 为 H,(L) 的 生成 元 , 则 

fi([w])=(27f).([w]) 
=($ f°"$).,([w]), 
其 中 4$ 是 同 胚 ht: 1L1 一 1K1. 考虑 到 f* 把 HH,(K) 的 每 个 元 素 乘 以 和 ,我 们 有 
fi([w])=$, (fe (9.,([w]))) 
= 由 (Ap. ([w]))=A[w], 
换 句 话说 ,，f; 正好 将 [w] 乘 以 同样 一 个 整数 A. 

同 伦 的 映射 有 相同 的 映射 度 . 因为 若 /=g :5 一 5", 则 f* 与 a* 是 IKI 到 自己 的 
两 个 同 伦 的 映射 ,因此 ,诱导 了 从 H,(K) 到 .(K) 的 相同 的 同 态 (事实 上 ,映射 度 
相同 的 映射 也 是 同 伦 的 ,不 过 我 们 在 这 里 对 此 不 加 证 明 ). 我 们 还 注意 到 ,对 于 任 
意 两 个 连续 映射 f,g : 5" 一 5S" ,有 

degf 。g = degf x degg. 
这 是 由 于 按 定理 (8. 10,) (f 。g)*=f/*。g' 给 出 (f。g)* =f*。p. 

显然 一 个 同 胚 的 映射 度 必须 是 +1, 恒 等 映射 的 度数 是 +1, 常 值 映射 ( 即 把 整 
个 5S" 粘 合 为 一 点 ) 的 度数 为 零 . 由 此 导出 ,5S" 的 恒 等 映射 永 不 同 伦 于 常 值 映 射 

由 于 5S” 的 任何 单纯 前 分 都 可 以 拿 来 使 用 ,不 妨 选 择 一 个 用 起 来 方便 的 ,并 且 
从 今 以 后 固定 使 用 它 . 设 w 为 E”""' 内 第 i 个 坐标 为 1 ,其 余 坐标 为 0 的 那个 点 ,并 
令 v_, 表 示 它 的 对 径 点 . 任意 一 组 这 样 的 点 5. ,5 ,…,v; ,其 中 il < lisl <…<lil, 
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必定 处 于 一 般 位 置 ,因此 张 成 B'… 内 的 一 个 单纯 形 . 全 体 这 样 的 单纯 形 构成 一 个 
单纯 复 形 , 记 作 吕 (n=2 的 情形 可 见 图 9.1). 克 的 多 面体 正 是 满足 守 1x.1 =1 的 点 
(ass eB"'' 所 构成 的 集合 ; 径 向 投影 7 : 1 区 1 一 5" 给 出 5 的 一 个 单纯 


A 
WY 


图 9.1 

从 现在 起 将 H.(5") 等 同 于 H,( 三 ) =Z,( 达 ) ,并 且 如 下 选 定 这 个 群 的 一 个 生 
成 元 . 把 以 D102，… ,Vat1 为 项 点 的 单纯 形 定向 如 oo = 《901,22，,… ,2,41) ,由 它 出 发 将 
复 形 内 所 有 的 最 高 维 单纯 形 依次 相 容 地 予以 定向 . 三 的 全 体 半 单纯 形 这 样 定向 之 
后 的 和 是 一 个 = 闭 链 z, 我 们 知道 它 生 成 Z,( 这 ). 

这 里 产生 男 一 种 方式 来 看 待 deg f. 如 前 取 7:151 一 5", 并 取 /" 的 单纯 瘟 近 
s:1>"1 一 1>1, 并 且 将 ”所 有 的 最 高 维 单纯 形 给 以 从 允 的 定向 单纯 形 诱 导 来 的 
定向 . 换 句 话说 ,把 ”内 每 个 n 单纯 形 以 它 恰好 在 x(z) 内 出 现 的 那样 予以 定向 ， 
这 里 Xx:C( 三) 一 C( ") 为 重 分 链 映 射 . 设 a 为 了 ”内 满足 s(7) =o 的 定向 nn 单纯 
形 的 总 数 ,B 为 满足 s(7) = -er 的 总 数 . 

(9.1) 定理 deg f=a-p. 

证 明 按 定义 , 同 态 户 : 防 ( 荆 ) 一 及 ( 工 ) 为 复合 同 态 


及 ( 工 ) HHT") 一 ， 厅 ( 工 )， 
其 中 X 为 重 分 链 映射 . 由 于 没有 维 数 大 于 ”的 单纯 形 ,同调 群 玉 ( 工 ) , 玉 (Y") 与 
n 闭 链 群 相同 ,因此 ,可 以 重 写 上 面 的 同 态 为 


ZF) 2(5") -一 >Z(Z)， 
现在 xX.(z) 正 是 ”的 全 体 定向 n 单纯 形 之 和 ,从 ,定义 的 方式 知道 定向 单纯 形 
0 在 s,X,(z) 内 的 系数 恰好 是 a-B. 不 过 ， 
f(z) =s.X. (2) = (deg f)z, 
于 是 deg /=a -8, 这 就 是 要 证 的 . 
(9.2) 定理 5S" 的 对 径 映 射 具有 度数 ( -1)"*!. 
证 明 大/ 为 3 的 对 径 映 射 , 则 f(v) =v ,, 对 一 切 ; 成立, 并 且 "是 单纯 同 
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肛 . 按 前 所 说 ,所 有 的 最 高 维 单纯 形 都 与 go = (wv,v,，,…,v,,) 相 容 地 定向 . 这 表 
示 , 当 把 vw 换 为 。_! 时 所 得 的 n 单纯 形 必须 定向 为 - (v_, ,vw,，…,v,,, ) ,这 样 它 才 
能 在 vw,…,v,! 所 张 成 的 面 上 与 o 诱导 相反 的 定向 . 如 果 在 这 个 新 的 单纯 形 内 将 
2 换 为 v_,, 则 相 容 的 定向 单纯 形 必 为 (v.10_;,v3,… ,5,1) ,如 此 类 推 . 逐个 把 v 
换 成 它们 的 对 径 点 ,得 到 的 定向 单纯 形 是 ( -1)"*!'(v_， ;7200 ). 这 显然 
被 /上 映 为 (-1) co, 并 且 没 有 任何 其 他 单纯 形 被 映 为 上. 因此 ， degf 
=( 1)"*!. 

(9.3) 系 从 5" 到 自身 没有 不 动 点 的 连续 映射 必 具 有 映射 度 ( -1)"*. 

证 明 若 . 太 9 一 8 没有 不 动 点 , 它 就 经 过 由 

1 -i)f(x) -itx 
a 7 汪 洒 | 

给 出 的 伦 移 下 :8S x1-5" 同 伦 于 对 径 映 射 . 因此 /与 对 径 映 射 有 相同 的 度数 . 

(9.4) 系 若 nn 为 偶数 ,并 且 若 /: 5S" 一 S" 同 伦 于 恒 等 映 射 , 则 /有 不 动 点 . 

证 明 任何 同 伦 于 恒 等 映 射 的 连续 映射 具有 度数 1, 但 由 系 (9.3) ,没有 不 动 
点 的 映射 应 当 有 度数 ( -1)"*! = -1. 

设 群 6 如 同一 个 同 胚 群 作用 于 空间 X, 我 们 称 G 自由 地 作用 ,假如 除了 单位 元 
素 外 ,C 的 任何 元 素 没 有 不 动 点 . 现在 假定 C 自由 地 作用 于 5” ,并且 n 为 偶数 . 若 
8g,heG-iel, 则 


degg=degh=( -1)"''= -1, 

因此 ,deg gh = +1. 但 这 表示 gh 一 定 有 不 动 点 . 按 假设 ,6 的 作用 是 自由 的 ,从 而 
28h =e, 或 者 h=g. 于 是 我 们 证 明了 下 列 结果 . 

(9.5) 定理 ” 当 nn 为 偶数 时 ,只 有 ZZ,( 以 及 平凡 群 ) 可 以 自由 地 作用 于 5S". 

从 第 4 章 关 于 透镜 空间 的 讨论 ,我 们 知道 任何 有 限 循 环 群 可 以 自由 地 作用 于 
S . 在 高 维 的 奇数 维 球面 上 也 不 难产 生 同 样 类 型 的 作用 . 

如 果 对 5S” 的 每 点 x 给 出 E"*' 的 一 个 向 量 ,以 x 为 起 点 ,在 x 处 切 于 5S", 目 当 x 
在 $ 上 变动 时 它 的 端点 v(x) 在 E""' 内 连续 地 变动 , 则 我 们 说 在 5* 上 有 了 一 个 连 
续 的 向 量 场 . 如 果 这 个 场 还 满足 v(x) 处 处 不 等 于 x, 我 们 说 这 个 场 是 无 处 为 零 的 . 
当 为 奇数 时 ,很 容易 构造 出 5* 上 的 无 处 为 零 的 向 量 场 . 因为 , 若 n=2m -1, 设 x 


= (Wi ，… ,Xom) 为 S" 的 一 点 ,并 且 注 意 到 用 ( 一 x ，…， -zx ) 表示 的 向 
量 正 交 于 过 x 的 径 向 . 现在 我 们 把 x 对 应 于 以 x 为 起 点 ,并 且 其 终点 是 v(x) = (XI 
— Xml Xn Xam Kmrl + HL, ,Kom + Xm, ). 


当 为 偶数 时 ,这 样 的 向 量 场 是 找 不 到 的 . 因为 由 f(x) =v(x)/ v(x) | 定义 
的 连续 映射 显然 同 伦 于 恒 等 映 射 , 因 此 , 按 系 (9.4) 必然 有 不 动 点 , 换 名 话说, 向量 
场 必定 在 5" 的 某 点 为 零 . 于 是 我 们 就 证 明了 下 列 的 结果 . 

(9.6) 定理 S"” 上 存在 无 处 为 零 的 连续 向 量 场 , 当 且 仅 当 n 为 奇数 . 
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S$ 上 不 存在 无 处 为 零 的 连续 向 量 场 这 个 事实 是 一 个 令 人 高 兴 的 结果 , 它 有 -- 
个 外 号 叫做 “发 球 定理 ”. 如 果 球 面 的 每 一 点 长 出 一 根 头发 ,要 想 把 这 些 头发 处 处 
平滑 地 梳 拢 在 球 表面 上 定 将 会 失败 , 尽 最 大 的 努力 也 只 能 作 到 图 9. 2 中 所 示 的 那 
样 留 下 很 少 一 两 个 秃 点 . 如 果 能 在 整个 球面 上 将 头发 平滑 地 梳 好 ,那么 这 些 头发 的 
切 向 量 给 出 $ 上 的 一 个 无 处 为 零 的 连续 向 量 场 ,这 将 与 =2 情形 的 定理 (9. 6) 巴 
盾 ! 


图 9.2 


但 是 ,发 环 面 是 可 以 梳 好 的 (图 9.2). 事实 上 ,我 们 将 在 9. 4 节 看 到 ,可 定向 发 
曲面 之 中 发 环 面 是 唯一 可 以 处 处 平滑 梳 扰 的 . 


习 题 


1. 复 平 面 上 的 映射 zz" 可 以 有 唯一 的 方式 扩张 为 3 到 5? 的 连续 映射 . 这 个 映射 的 度数 是 
多 少 ? 
2. 通过 对 每 个 整数 上 造 出 一 个 映射 度 为 的 连续 映射 来 证 明 , 当 n>1 时 5" 到 自身 的 连续 映射 
同 伦 类 构成 一 个 无 穷 集合 . 
如 果 连 续 映 射 /: S" 一 5S" 的 度数 不 是 + 1 ,证 明 / 必 将 某 个 点 映 为 它 的 对 径 点 . 
4. 证 明 圆周 的 对 径 映 射 同 伦 于 恒 等 映射 . 
` 设 X 与 Y 是 E" 的 子 集 ,处 于 那样 一 种 位 置 ,使 得 车 x, ,x, 是 天 内 不 同 的 两 点 ,y, ,y, 是 了 内 不 
同 的 两 点 , 则 连接 x, ,y, 的 线段 与 连接 x, ,y, 的 线段 不 相交 . 以 了 x* Y 表示 所 有 连接 X 内 一 点 与 
了 内 一 点 的 线段 的 并 集 , 称 为 忒 与 了 的 联合 空间 ,或 联合 体 . 证 明 联 合 空间 的 一 个 典型 的 点 可 
以 写成 以 + (1 -by, 其 中 xsXyesy0<is1, 而 且 当 这 个 点 不 在 三 和 了 内 时 ,这 种 表示 是 唯 
一 的 . 
6. 若 X=[0,1]=z 证 明 下 * 工 是 四 面体 . 更 一 般 地 ,若是 mn 单纯 形 , 了 是 二 单纯 形 ,证 明 不 * 了 了 
是 (m+n+1) 单 纯 形 . 推导 
B” * B=B"™'"+! 3 SS” * 3" SSm+2tl 
7. 设 有 两 个 联合 体 X* 了 与 XY *Y'. 设 f: XX',g: 7 一 了 为 连续 映射 , 试 作出 联合 映射 的 定义 让 
* 8 : 久 * YX * 六 .证明 若 f 与 g 都 同 伦 于 恒 等 映射 , 则 fx*g 也 是 . 


wm 


an 
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8. 证 明 奇 数 维 球面 是 若干 个 圆周 的 联合 ,并 证 明 奇 数 维 球面 的 对 径 映 射 间 伦 于 恒 等 映射 
9. 对 于 任何 连续 映射 : S" 一 5"，g : 5S" 一 S" ,证 明 
degf*g=(degf) . (deg g). 
10. 若 广 S 一 3S "为 连续 映射 ,并 且 若 ”为 偶数 ,证 明太 必定 有 不 动 点 . 更 强 一 些 , 证 明 或 者 /有 
不 动 点 ,或 者 它 把 某 点 映 到 对 径 的 那 一 点 . 


9.2 Euler-Poincaré 公式 


回顾 一 下 ,K 的 g 维 Betti 数 B, 就 是 H,(K) 自由 部 分 的 秩 数 . 现在 要 证 明 如 下 
结论 . 
(9.7) Euler-Poincaré 公式 ”有 限 复 形 天 的 Euler 示 性 数 由 下 式 给 出 


xX(K) = St 1)°B,, 

其 中 为 K 的 维 数 . 

由 于 同调 群 H,(K) ,从 而 Betti 数 B 只 与 1KI 的 同 伦 型 有 关 , 立 即 导 出 y(K) 的 
如 下 相应 性 质 . 

(9.8) 系 具有 同 伦 等 价 多 面体 的 复 形 , 它 们 的 Euler 示 性 数 相等 . 

该 结果 的 一 个 特殊 情形 曾 在 第 1 章 中 介绍 了 很 多 ,并 且 成 为 后 来 我 们 引进 各 
种 概念 与 方法 的 一 个 主要 动力 . 在 那里 ,我 们 所 讨论 的 是 颇 为 具体 的 “多 面体 ” ,是 
由 平面 多 边 形 很 好 地 拼合 起 来 的 ,并 且 我 们 曾经 作为 定理 (1.2) 而 断言 ,如 果 两 个 
这 样 的 多 面体 拓扑 等 价 , 则 它们 有 相同 的 Euler 数 (定义 为 顶点 数 减 楼 数 加 面 数 )， 
这 样 的 “多 面体 "可 以 很 简单 地 章 分 成 单纯 复 形 ,只 要 取 每 个 面 的 重心 为 锥 形 尖顶 ， 
各 个 面 的 边界 为 底 作 锥 形 构造 就 行 了 . 剖 分 所 得 复 形 的 Euler 示 性 数 正 好 等 于 原来 “多 
面体 ”的 Euler 数 ,这 就 使 我 们 可 以 从 系 (9.8) 导 出 定理 (1.2). 

为 了 证 明定 理 (9.7) ,把 Betti 数 按 下 述 方式 重新 解释 比较 方便 . 设想 我 们 把 建 
立 复 形 同 调 群 的 步骤 再 通盘 重复 一 遍 , 不 过 这 次 在 作 定 向 单纯 形 的 线性 组 合 时 人 允 
许 用 有 理 数 作 系数 ,说 得 更 确切 一 些 ,就 是 考虑 形式 线性 组 合 mo + … + ro,, 其 
中 oo; 是 K 的 定向 g 单纯 形 ,r 是 有 理 数 . 显然 ,这 种 表达 式 的 全 体 按 自然 的 方式 构 
成 有 理 数 域 Q 上 的 一 个 向 量 空间 . 设 下 为 由 形状 co +r 的 元 素 在 V 内 所 张 的 子 空 
间 , 其 中 0 与 7 是 K 内 同一 个 q 单 纯 形 而 定向 相反 .我们 把 商 空间 风色 叫做 天 的 
有 理 g 链 (所 构成 的 ) 向 量 空间 , 记 作 C,(K,Q). C,(K,Q) 关 于 Q 的 维 数 正 是 的 
9 单纯 形 总 数 . 可 以 引入 边缘 同 态 , 并 同 以 前 一 样 地 用 它 来 定义 有 理 g 闭 链 和 有 理 
边缘 闭 链 . 这 时 候 的 边缘 同 态 是 Q 上 向 量 空间 的 线性 映射 ,因此 ,有 理 9 闭 链 2 
(K,Q) 与 有 理 边缘 B,(K,Q) CZ,(K,Q) 构 成 C,(K,Q) 的 子 空间 . 商 向 量 空间 

H,(K,Q) =Z,(K,Q)/B,(K,Q) 
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叫做 的 g 维 有 理 系数 同调 群 

(9.9) 引 理 B, 是 Q 上 向 量 空间 已 (K,Q) 的 维 数 . 

证 明 选取 本 (K) 的 生成 元 的 一 个 极 小 集合 [z1] ,…, [zg,] ,[w1]，…, [wy ]， 
其 中 [z,] 生 成 群 的 自由 部 分 ,[w] 都 是 有 限 阶 的 . 整 系数 9 闭 链 z 可 以 看 作 有 理 数 
闭 链 ,从 而 决定 了 ,(K,Q) 的 一 个 成 员 , 记 作 {z}, 以 区 别 于 且 (K) 内 的 相应 元 素 
[z]. 设 


为 有 理 4 闭 链 , 其 中 a ,5; 是 整数 . 则 


Cl 


Hi x (一 个 整 系数 闭 链 ) 


Se 二 bX 与 w 的 整 系数 线性 组 合 ) ， 


因此 元 素 {z,},…, {zg,}, {ww .fwy } 张 成 H,(K,Q). 

车 [wj] 为 H,(K) 内 的 有 限 阶 元 素 , 阶 为 m, 则 mw 是 某 个 (9 +1) 维 整 系数 链 的 
边缘 . 除 以 m, 我 们 就 看 出 w 本 身 是 某 个 (gq +1) 维 有 理 系数 链 的 边缘 ,从 而 {fw} = 
0, 因 此 H,(K,Q) 由 {z1},…, {zg,} 张 成 

最 后 ,车 x, ,… ,zs ,的 某 有 理 系数 线性 组 合 是 某 个 (9 +1) 维 有 理 链 的 边缘 , 乘 
以 所 有 出 现 的 有 理 系 数 分 母 的 积 , 则 得 到 z, 的 一 个 整 系数 线性 组 合作 为 某 个 整 系 
数 (9 +1) 维 链 的 边缘 . 但 这 仅 当 各 z, 的 系数 都 是 零 时 才 可 能 . 因此 ,原来 的 那些 有 
理 数 也 必须 全 是 零 , 这 表示 {z,},…, {zp,} 在 Q 上 线性 独立 . 

定理 (9.7) 的 证 明 按 定义 ， 

xX(K) = > (- 1)o, 

其 中 w 为 K 内 g 单纯 形 的 数目 . 我 们 把 C,(K, 和 C, ,并 对 闭 链子 空间 与 边 
缘 子 空 间作 相应 的 简化 . 选取 C， 的 基底 如 下 . 由 于 没有 (n+1) 单 纯 形 ,B, =0， 

从 而 BB, 是 Z， 的 维 数 . 开始 先 选取 Z, 的 一 组 基 z?,…, 忒 ,补充 以 c?，… ,cr 使 之 构 
成 整个 C, 的 一 组 基 . 施用 3 于 这 一 组 基 的 元 素 给 出 B, ,的 一 组 基 Gc?，…,6c" ;对 
这 一 组 添上 了 ，… 码 使 之 成 为 2 ;的 一 组 基 , 然 后 再 补充 cf ,…,cx: 使 之 成 
为 整个 C。, 的 一 组 基 . 注意 按 引 理 (9. 9) ,Z。, 的 维 数 减 已 人 1; 继 
续 这 样 做 下 去 . 一 般 的 步骤 是 用 cf*! ,… af B, 的 一 组 基 , 补 充 以 当 ,… ,或 
使 之 成 为 Z。 的 一 组 基 , 然 后 补充 以 cf ,… ,cs 使 之 成 为 C, 的 一 组 基 . 一 步 一 步 做 下 
去 ,直到 做 出 Z。= Ce 的 基 为 
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1 1 0 0 
Oc1,*** ,Ocy, 21,°*° ,Zpo 


为 止 . 
但 a 是 C, 的 维 数 ,因此 等 于 7y,, +B, +7yyr 于 是 有 


>(- 1)"a。 2 2 Dy +B, + Ya) 


= 2 (- 1)%,. 


9=0 


这 是 由 于 当 0 <q<n 时 每 个 y, 以 符号 ( -1)? 与 ( -1) ”出 现 一 次 ,而 yo 与 y, ,1 为 零 
习 题 


11. 证 明 标 准 可 定向 曲面 的 Euler 示 性 数 为 2 -2g, 其 中 &g 为 亏 格 . 
12. 证 明 标 准 不 可 定向 曲面 的 Euler 示 性 数 为 2 -&, 其 中 & 为 亏 格 . 
13. 对 于 穿 了 天 个 洞 的 球面 计算 Euler 示 性 数 . 
14. 计算 HH(p,r) 与 和 (gq,s) 的 Euler 示 性 数 . 
15. 设 天 与 也 有 为 限 复 形 . 适当 地 剖 分 IK1 x 1L1 证 明 
XLRKIAZLE) =x(l KI) -x( L1). 
16. 利用 第 7 章 习题 14 求 出 透镜 空间 上 (p,q) 的 Euler 示 性 数 . 然后 写 出 这 个 空间 的 Betti 数 . 
17. XxX(P") 是 多 少 ? x(S” xS") 是 多 少 ? 
18. 利用 习题 15 证 明 n 维 环 面 7, =S" x5S' x… xS' 的 Euler 示 性 数 为 零 . 然后 通过 找 出 Z, 在 区 
上 的 以 了 为 商 空间 的 自由 单纯 作用 ,给 出 第 二 个 证 明 . 
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为 了 证 明 Euler 示 性 数 的 拓扑 不 变性 ,我 们 曾经 “改变 系数 ”, 从 整 系数 转 为 有 
理 系 数 . 仔细 检查 复 形 K 的 同调 群 的 定义 就 发 现 把 整数 换 成 任何 交换 群 G 仍然 有 
意义 . 一 个 g 维 链 现在 是 一 个 形式 线性 组 合 go, +… +g,o,, 其 中 g; 是 6 的 元 素 ， 
ci 是 复 形 天 的 定向 9 单纯 形 ,并 且 ( -g)o 总 是 等 同 于 g( -o). 其 余 的 构造 可 以 
照搬 过 来 ,最 后 得 到 的 是 所 谓 K 的 以 6G 为 系数 的 同调 群 . 我 们 没有 足够 的 篇 幅 来 
作 最 广泛 的 讨论 ,但 要 介绍 第 二 个 特殊 情形 , 即 Z, 系数 的 情形 . 

考虑 前 面 的 线性 组 合 , 不 过 现在 每 个 系数 g, 或 者 是 0, 或 者 是 1, 并 且 约 定 这 
些 系数 的 相 加 按 mod2 进行 . 关系 ( -g)o =g( -0o) 这 时 变 为 og= -o( 取 g=1). 
换 句 话说 ,没有 必要 再 把 K 的 每 个 单纯 形 定向 ,可 以 简单 地 考虑 由 天 的 未 定向 9 
单纯 形 作成 的 线性 组 合 ,其 中 出 现 的 系数 或 为 0 ,或 为 1. 这 样 的 线性 组 合 叫做 天 的 
“mod2 “4 链 ,它们 构成 一 个 有 限 生 成 的 交换 群 C, (天 ,Z2 ) , 它 的 每 个 元 素 都 是 2 阶 
的 . 注意 ，moq2 "9 链 有 几何 意义 , 它 是 KK 内 某 些 g 单纯 形 之 和 . 
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一 个 4 单纯 形 的 mod2 边缘 正 是 它 的 各 个 (9g -1) 维 面 之 和 . 线性 地 推广 到 单 

纯 形 和 , 我 们 得 到 边缘 同 态 

9 :C (天 ,Za ) 一 C，， (天 ,Za ) » 
它 满足 9 =0, 这 个 同 态 的 核 除 以 同 态 

9 :Cn(K,Z,)—C,(K,Z,) 
的 象 就 是 的 以 Z, 为 系数 的 g 维 同调 群 , 记 作 H,(K,Z,). 显然 ,这 个 群 的 每 个 元 
素 具 有 阶 数 2, 所 以 ,H,(K,Z,) 是 有 限 多 个 Z, 的 直 和 . 在 现 有 条 件 下 ,不 难 重 作 第 
8 章 的 不 变性 证 明 , 从 而 断定 mod2 同调 只 与 1K| 的 同 伦 型 有 关 ( 事 实 上 ,一 个 复 形 
以 任意 交换 群 C 为 系数 的 同调 群 由 这 个 复 形 的 整 系数 同调 群 完全 决定 ). 

以 乙 为 系数 当然 会 使 我 们 失去 一 部 分 信息 ,因为 有 关 定 向 的 考虑 被 抛弃 了 . 
在 像 环 面 与 Klein 瓶 这 样 两 个 曲面 的 情形 中 就 可 清楚 地 看 出 这 种 情况 . 这 两 个 曲 
面 可 以 由 它们 的 整 系数 2 维 同 调 群 很 好 地 区 别 开 来 . 但 是 , 当 用 Z, 作 系 数 群 时 ,2 
维 同调 群 在 两 种 情况 都 是 Z, ,因为 取 曲 面 在 任何 剖 分 之 下 所 有 三 角形 之 和 便 得 到 
一 个 2 维 闭 链 ,并 且 这 是 唯一 的 非 零 2 维 闭 链 ( 如 果 取 这 个 和 式 的 边缘 ,单纯 剖 分 
之 下 的 每 一 条 楼 出 现 两 次 ,由 于 是 mod2 进行 计算 ,这 些 棱 就 消失 了 ). 建议 读者 将 
每 个 标准 闭 曲面 的 mod2 同调 群 计算 出 来 . 

我 们 要 用 到 Z, 系数 来 给 出 下 列 结果 的 一 个 颇 为 得 力 的 证 明 . 

(9.10) 定理 设 矿 S" 一 3" 是 一 个 保持 对 径 点 的 连续 映射 , 换 名 话说， -x) 
= -f(x) 对 每 一 点 XxeS" 成 立 , 则 了 的 映射 度 为 奇数 . 

设 7:1F1 一 5" 为 9.1 节 所 阐述 的 单纯 削 分 ,并 且 如 同 以 前 用 A” 记 映 身 
LD 

(9.11) 引 理 ”映射 1” 可 有 一 保持 对 径 点 的 单纯 各 近 s: Dad SD 


找到 工 的 项 点 w 满足 

f "(star(v, 5”")) C star(w, 5 ). (x*) 
注意 , 若 四 : 11 一 1 玉 1 为 对 径 映 射 , 则 gf = 名 ,于 是 得 到 

f "(star( $b(v), FT”)) C star( gb(w), 5). 
选取 ”顶点 中 的 半数 ,使 得 每 两 个 都 不 是 对 径 点 ,并 对 这 里 的 每 个 顶点 "选取 了 
内 的 w 使 得 ( * ) 成 立 . 定义 s(v) =w, 并 对 对 ” 剩 下 的 顶点 按照 s($(v)) = 中 (2) 
完成 * 的 定义 . 定理 (6.7) 证 明 中 的 第 一 部 分 告诉 我 们 ,这 个 顶点 映射 确定 了 
fr" EE"I— lr 


定理 (9. 10) 的 证 明 根据 定理 (9. 1) ,我 们 知道 怎样 用 一 个 单纯 逼近 来 计算 记 
的 映射 度 . 车 a 与 B 是 整数 , 则 a -B 与 a+p 同 为 奇数 或 同 为 偶数 因此 ,为 了 要 
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证 明 ,/ 的 映射 度 为 奇数 ,只 需 验 证 * 把 "内 的 奇数 个 单纯 形 映 满 下 的 每 个 单 
纯 形 . 我 们 把 这 一 点 用 mod2 系数 同调 的 语言 重 述 如 下 . 于 内 所 有 n 单纯 形 之 和 是 
唯一 非 零 的 mod2 n 闭 链 ,从 而 给 出 已 ( 工 ,Z;) =2Z,. 类 似 地 ,及 ,( 之 ,2Z,) 三 Z,, 非 
等 元 素 是 ”所 有 的 n 单纯 形 之 和 . s 把 于" 的 奇数 多 个 n 单纯 形 映 满 王 的 每 个 n 
单纯 形 , 当 且 仅 当 s 把 卫 " 唯一 的 非 零 mod2 n 闭 链 映 为 于 的 那 一 个 . 换 句 话说 , 当 
且 仅 当 s».:H.( >" ,2Z,)—H.,( 二 ,Z2 ) 为 同 构 . 

还 需要 介绍 一 些 记 号 . 记 了 ,为 工 的 由 以 ww ,为 顶点 的 单纯 形 所 构成 的 子 复 
形 , 其 中 1<i<k+1. 所 以 , 环 。 只 有 两 个 点 vi,v_， ,而 ,是 ,= 三 的 “赤道 ”. 设 
z 为 >” 的 所 有 此 单纯 形 之 和 ,并 且 注 意 

2 = Ce + pe), 
这 里 链 cx 的 定义 是 : ”的 一 个 单纯 形 在 c, 内 , 当 且 仅 当 工 ， 中 包含 这 个 单纯 形 
的 单纯 形 以 Vie+1 为 顶点 . 另外 ,注意 O(c;) 三 3 -1， 
若 s(z) 为 Zr( 工 ,Z) = 及 ,( 允 ,2Z,) 的 零 元 素 , 则 s(e,) +sg(c,) =0. 但 * 保持 
对 径 点 ,从 而 与 $ 可 交换 ,这 就 给 
s(c,) + ps(c,) = 0. 
由 于 是 mod2 运算 ,这 就 等 价 于 s(c,) = gs(ce,). 如 果 这 种 情形 成 立 ,s(c, ) 可 写成 
s(c) = d, +$(d,), 
其 中 是 se) 中 以 wb,1 为 顶点 的 那些 n 单纯 形 之 和 . 等 号 两 边 取 边 缘 ,我 们 有 
sa(c,) = s(21) = SCcn 1) + ps( ci1) 
= 9(d,) + $9(d,), 
于 是 有 
s(ca1) + O(d,) = $(s(c,1) + o(d,) ). 
因此 我 们 可 将 互 的 (m -1) 链 s(c,_,) +6d, 写成 s(c,_)) +6d， =d,-1 + 中 (d,.1), 这 
里 & -是 链 内 以 w,; 为 顶点 的 那些 单纯 形 ,以 及 包含 w 而 不 包含 2 -xD 的 那些 单 
纯 形 之 和 . 再 运用 边缘 运算 ,我 们 得 到 
5s9(coi) + Od) = s(z,2) = sc 2) + hs(c,,) 
= ao(d,1) + gold,_1) » 
而 且 我 们 可 以 保持 使 这 个 过 程 继续 作 下 去 直到 
s(z0) = o(di)+ go(l di), 
这 里 4d 是 王 的 1 维 链 . 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 ;(z) 不 过 是 允 的 一 对 对 径 顶 点 ,而 
9(di) +g9(di) 由 偶数 个 这 样 的 顶点 对 组 成 . 这 个 矛盾 证 明了 sa) 为 二 的 非 零 
mod2 n 闭 链 , 从 而 诱导 了 有 ,( ",Z,) 与 有 (区 ,2,) 的 同 构 . 这 就 完成 了 定理 
(9. 10) 的 证 明 . 
上 面 这 个 结果 有 一 些 有 趣 的 推论 . 
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(9. 12) 定理 若 f:5” 一 S" 把 对 径 点 映 为 对 径 点 , 则 m 志 nn. 

证 明 设 m>n, 并 且 把 限制 在 S" 上 的 由 最 后 m -nn 个 坐标 为 零 而 确定 的 n 
维 球面 上 所 得 的 映射 记 作 g, 则 g 是 从 S" 到 5" 的 一 个 保持 对 径 点 的 连续 映射 , 因 
此 , 按 定理 (9. 10) ,g 的 映射 度 是 奇数 . 但 g 可 以 扩张 到 (n+1) 维 球体 上 去 ,这 个 
球体 由 S” 上 最 后 m ~-n -1 个 坐标 为 零 ,第 (n -m) 个 坐标 非 负 的 全 体 点 构成 , 因 
此 ,g 同 伦 于 常 值 映 射 . 这 样 ,g 的 映射 度 为 零 ,得 出 矛盾 . 

(9. 13) Borsuk-Ulam 定理 ”任何 连续 映射 /: "一 E" 必定 将 5" 的 一 对 对 径 
点 映 为 同一 点 . 

证 明 若 f(x) 与 有 -x) 总 不 相等 , 则 公式 

XX) = 
Se) SR 

定义 了 一 个 从 5" 到 S" 的 保持 对 径 点 的 连续 映射 ,这 与 定理 (9. 12 ) 矛 盾 . 

(9.14) 系 5S" 不 可 能 嵌入 在 E” 内 . 

证 明 按 定理 (9. 13 ) ,$" 不 能 同 胚 于 E” 的 任何 子 集 . 

(9. 15) Lusternik-Schnirebmann 定理 若 S" 被 mn+1 个 闭 集 所 履 盖 , 则 这 些 
闭 集 之 中 必 有 包含 一 对 对 径 点 的 . 

证 明 设 4,,…,4,,1 为 5" 的 闭 子 集 ,它们 的 并 集 为 整个 5". 以 d(x,4,) 表 示 
点 * 到 4, 的 距离 , 令 


fx) = (d(x,A),* ,d(x,A,)), 
则 定义 了 一 个 映射 : 5" 一 E", 它 是 连续 的 ,因此 必然 把 一 对 对 径 点 粘 合 . 换 句 话 
说 ,可 以 找到 一 点 ye 5" ,满足 

d(y,A;) = d(-y,4)，1 去 过 六 
若 d(y,4;) >0, 对 于 1<is<n, 则 ， 与-)》 属 于 4,,, ,这 是 由 于 4 ，…4,, 和 覆盖 9". 
为 一 方面 ,车 d(y,4;) =0 对 某 个 ; 成立, 则 由 于 每 个 4, 为 闭 集 ,y 与 -y 都 属于 4 


习 题 


19. 假定 Borsuk-Ulam 定理 成 立 , 反 过 来 给 出 定理 (9. 12 ) 的 一 个 证 明 . 

20. 为 了 使 定理 (9. 15) 的 论证 成 立 ,只 需 集合 4 ,…,4,,; 内 的 个 为 闭 集 即 可 ,试验 证 . 

31. 若 从 S 到 $ 的 一 个 连续 映射 可 以 扩张 到 B”*! , 则 它 必定 把 5" 的 一 对 对 径 点 映 为 同一 点 . 如 
果 将 假设 减弱 到 这 个 连续 映射 的 度数 为 偶数 ,证 明 同样 的 结论 成 立 . 

22. (火腿 三 明治 定理 ) 设 4,,4,,4, 为 E 内 的 有 界 凸 集 , 用 它们 定义 一 个 映射 F: 85 一 EB; 如 
下 .一 点 xe5 确定 了 FE* 内 唯一 的 一 个 过 点 (0,0,0,1/2) ,垂直 于 点 处 径 向 的 三 维 超 平面 
P(x). 令 f(x) 为 4; 的 与 x 位 于 P(x) 同 侧 部 分 的 体积 ,并 且 定 义 

flx) = (f(x), flx), f(x)). 
验证 /的 连续 性 ,然后 对 /应 用 Borsuk-Ulam 定理 求 EF 内 一 个 把 4， ,42 ,43 都 平分 为 两 部 分 
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的 平面 . 

23. 求 出 任意 闭 曲面 的 mod2 同调 群 ,并 与 整 系数 同调 群 作 比 较 . 

24. 有 限 复 形 玉 的 9 维 mod2 Betti 数 6, 定义 为 :已 (天 ,Za ) 写成 若干 个 Z, 的 直 和 时 所 包含 的 项 
数 . 证 明 


n 


3 (-1)%, =x(K), 


1 


其 中 nn 是 的 维 数 . 


9.4 Lefschetz 不 动 点 定理 


设 f:X 一 XX 是 从 一 个 紧 致 可 剖 分 空间 到 自己 的 连续 映射 . 选 定 一 个 单纯 剖 分 
hh: IKI 一 X, 并 且 令 n 表示 的 维 数 . 如 果 用 有 理 系数 , 则 同调 群 肥 (K,Q) 为 Q 上 
的 向 量 空间 , 同 态 
fo : H(K,Q) +H,(K,Q) 
为 线性 映射 . 这 些 线性 映射 迹 的 交错 和 ,也 就 是 
> 一 1)?trace 三 
叫做 f 的 Lefschetz 数 , 记 作 47. 通常 ,单纯 剖 分 的 选择 不 产生 影响 ;任何 其 他 的 单纯 
剖 分 将 给 出 同一 个 值 Aj. 我 们 把 这 一 点 留 给 读者 来 验证 . 
既然 同 伦 的 映射 所 诱导 同调 群 的 同 态 是 相同 的 ,所 以 ,车 f 同 伦 于 g, 则 Ay 
=A,. 
(9. 16) Lefschetz 不 动 点 定理 若 Aj 承 0, 则 /有 不 动 点 . 
为 了 理解 这 个 定理 的 证 明 ,我 们 看 最 简单 的 情形 , 即 X 是 一 个 有 限 单纯 复 形 K 
的 多 面体 ，f: 1 天 1 一 | 天 [为 单纯 映射 . 假定 和 没有 不 动 点 , 则 对 于 天 的 任意 一 个 单 
纯 形 4 ,我 们 知道 六 4) 夭 4. 将 天 的 每 个 4 单纯 形 定向 ,给 出 向 量 空间 C,(K,Q) 在 
Q 上 的 一 组 基 . 关于 这 一 组 基 ,表示 线性 映射 
万: CE,Q) 一 C(KQ) 
的 矩阵 在 对 角 线 上 将 全 是 零 ,因此 它 的 迹 也 是 零 . 一 个 关键 性 的 发 现 (由 下 面 的 定 
理 (9. 17) 给 出 ) 就 是 无 论 在 链 的 水 平 ,或 在 同调 类 的 水 平 计 算 太 的 Lefschtz 数 都 无 
影响 . 换 句 话说 ， 


2 1)trace f, = >(- 1)’trace f,, 


给 出 Aj =0. 通常 ,技术 上 的 困难 全 在 于 怎样 从 这 种 特殊 情况 过 渡 到 一 般 . 
(9. 17) Hopf 迹 定理 车 开 是 于 维 有 限 复 形 , 且 由 :C(KE,Q) 一 CC(K,Q) 为 链 
映射 , 则 
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BD b, = > trace $,, 
证 明 如 同 在 定理 (9 7 ) 的 证 明 那 样 ， 选取 C(K,Q) 的 一 组 “标准 ” 基 . 因此 ， 

C,(K,Q) 的 基 和 由 下 列 元 素 组 成 : 

Oc ,oo oc” ， 27, zg,, C!s 9 
为 了 要 求 由 关于 这 组 基 用 和 矩阵 表 朱 时 的 对 角 线 元 素 ， 我 们 取 基 内 的 任意 一 个 元 素 
ww, 把 $,(w) 用 基 的 元 素 表 示 出 来 ( 即 写成 它们 的 线性 组 合 ) ,然后 读 出 w 的 系数 . 
把 这 个 系数 叫做 A(w). 这 样 约定 以 后 的 迹 为 

Daacr 1!) + als) 于 Fas). 
但 $ 是 链 映射 ， 就 是 说 $9 = 34, 于 是 有 

A(oc ) = A(c9 ). 

从 而 


n n Be 
> 1) trace 中 ，= 2 1)° ZA) 
其 余 的 项 成 对 地 抵消 . 由 于 {zf},…， {2 } 构 成 同调 群 H,(K,Q) 的 一 组 基 , 我 们 有 


Bg 
2 A(z?) = trace 4,,, 
这 就 完成 了 证 明 . 
定理 (9. 16) 的 证 明 我们 假定 /没有 不 动 点 ,从 而 /* 也 如 此 ,设法 来 证 明 
47r = 0. 
包含 IK1 的 欧 氏 空间 使 1K1 得 到 度量 d. 由 于 /* 没有 不 动 点 ， 在 IKI 上 由 x 
d(x,f"(x) ) 给 出 的 实 值 函 数 永 不 为 零 ， 并 且 由 于 IKI 紧 致 ,这 个 连续 函数 达到 它 的 
下 确 界 5 >0. 必要 时 换 成 一 个 重心 重 分 ， 不 妨 假设 kK 的 网 距 小 于 6/3. 
取 /*: IK"1 一 1KI 的 单纯 逼近 。: 1K”"1 一 1K1, 同 前 面 一 样 , 令 X:C(K,Q) 一 C 
(KK ,Q) 表 示 重 分 链 映射 . 按 定义 f* 为 复合 同 态 


H(K,Q) TH (K",Q) SH,(K,Q). 

因此 ,根据 Hopf 迹 定理 只 需 证 明 每 个 线性 映射 

Xs :CK,Q)—C,(K,Q) 
的 迹 为 零 ,就 得 出 了 Ay =0. 

设 e 为 K 的 定向 g 单纯 形 , 设 7 为 Kr 的 一 个 定向 4 单纯 形 , 位 于 链 x,(o) 上. 因此 

7 包含 在 o 内 . 若 xe7, 由 于 s 单纯 逼近 广 , 我 们 有 

d(s(x) ,f(x)) < 6/3,， 
于 是 必然 有 d(x,s(%x)) >28/3. 若 yea, 则 d(x,y) <6/3, 从 而 d(y,s(x)) >8/3. 
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这 表示 s(x) 与 y 不 在 K 的 同一 个 单纯 形 内 ,因此 s (7+) zo. 因而 ,单纯 形 o 在 链 
so(0) 内 的 系 为 零 , 迹 sx, =0, 正 是 所 需要 的 . 

如 同 第 5 章 , 我 们 说 空间 庆 具 有 不 动 点 性 质 ,假如 计 到 自 己 的 每 个 连续 映射 
有 不 动 点 . 

(9. 18) 定理 与 一 点 有 相同 有 理 同调 群 的 紧 致 可 剖 分 空间 具有 不 动 点 性 质 . 

证 明 取 一 个 单纯 剖 分 hh :1K1 一 ,并 计算 的 同调 群 , 按 假设 ,结果 应 是 
H(K,Q)=Q,H,(K,Q) =0,g >0. 因此 ,对 于 任何 连续 映射 /六 XX, 诱 导 同 态 /* 
当 g >0 时 都 是 零 . 又 由 于 所 (K,Q) =Q,IKI 只 有 一 个 连通 分 支 但 (K,Q) 由 KK 
的 任意 一 个 顶点 的 同调 类 所 生成 ,因此 , f:,: QQ 为 恒 等 线 性 变换 . 这 表明 4 
=1, 故 f 有 不 动 点 . 

这 个 定理 的 一 个 直接 的 系 是 Brouwer 不 动 点 定理 的 第 二 个 证 明 , 而 且 可 以 更 
强 一些 ,我 们 看 到 任何 可 缩 的 紧 致 可 剖 分 空间 具有 不 动 点 性 质 . 回想 射影 平面 疡 
的 整 系数 同调 群 为 H,(P?) =2Z,H,(P?) =2Z,,H,( 户 ) =0,9>>2. 因此 ,有 理 同调 群 
与 一 点 的 同调 群 相同 ,从 而 导出 射影 平面 到 自 身 的 任何 连续 映射 有 不 动 点 . 

若 忒 为 紧 致 可 前 分 空间 , 恒 等 映 射 1x 的 Lefschetz 数 按 定理 (9.7) 就 是 的 
Euler 示 性 数 . 由 于 同 伦 的 映射 有 相同 的 Lefschetz 数 ,立即 可 导出 下 面 的 结果 . 

(9.19) 定理 ”落马 的 恒 等 映 射 同 伦 于 一 个 没有 不 动 点 的 映射 , 则 X(X) =0. 

因此 , 闭 曲面 中 恒 等 映射 能 同 伦 于 没有 不 动 点 映射 的 只 有 环 面 与 Klein 瓶 . 这 
就 证 明了 在 9. 1 节 中 我 们 所 断言 的 一 个 结论 :可 定 向 发 曲面 中 只 有 环 面 能 平滑 地 
梳 好 ,因为 把 每 一 点 顺 着 在 它 那 里 长 出 的 头发 略微 移动 就 产生 了 一 个 同 伦 于 恒 等 
映射 而 没有 不 动 点 的 连续 映射 . 

最 后 ,考虑 连续 映射 f: 5"-»S". 5S" 唯一 的 非 零 有 理 同调 群 是 在 维 数 0 与 维 数 n 
同 构 于 Q, 并 且 在 维 数 n, /所 诱导 的 同 态 是 乘 以 /的 映射 度 . 关于 /的 Lefschetz 数 
于 是 有 下 列 公 式 . 

(9.20) 定理 Aj=1+(-1)"degf 


习 ” 题 


25. 车 全 为 紧 致 可 剖 分 空间 ,并 且 若 :XX 零 伦 ,证 明 / 必 有 不 动 点 . 
26. 设 6 为 道路 连通 的 拓扑 群 . 证 明 用 元 素 ge G 所 作 的 左 平移 人 : C 一 6 同 伦 于 便 等 映射 . (注意 
可 用 道路 连接 g 到 e. ) 
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27. 证 明 紧 致 连通 可 剖 分 拓扑 群 的 Euler 示 性 数 为 零 . 

28. 证 明 环 面 是 闭 曲面 中 唯一 的 拓扑 群 . 

29. 证 明 偶数 维 球 面 不 可 能 是 拓扑 群 . (事实 上 ,5S' 与 $ 是 可 以 成 为 拓扑 群 的 仅 有 的 球面 ,但 证 明 
起 来 难得 多 . ) 

30. 设 天 为 有 限 复 形 . 若 f: IKI 一 IKl 是 只 有 孤立 不 动 点 ( 即 不 动 点 集合 是 离散 的 ) 的 单纯 映射 ， 
证 明 hy 为 不 动 点 个 数 . 

31. 若 玉 为 有 限 复 形 ,并 且 若 .六 1K1 一 1K1 为 单纯 映射 ,证 明 hj 为 了 的 不 动 点 集合 的 Euler 示 性 
数 . (注意 不 动 点 集合 构成 K 的 一 个 子 复 形 . ) 


9.5 维 数 


我 们 将 简要 地 给 出 一 种 方法 定义 紧 致 Hausdorff 空间 X 的 维 数 . 设 为 X 的 一 
个 有 限 开 覆盖 . 置 Y = 多 并 约定 9 的 一 组 成 员 UV, ,…, Ui 属于 $, 当 且 仅 当 交 集 
斑 站 和 Ui 不 空 . 实现 定理 (6. 14) 的 假设 很 容易 验证 是 满足 的 ,将 {T,S} 实 现在 
欧 氏 空间 内 给 出 一 个 复 形 ,叫做 多 的 神经 . 

若 玉 是 有 限 复 形 ,并 且 若 .多 是 天 的 各 顶点 的 开 星 形 所 构成 的 |KI 的 开 履 盖 , 则 由 引 
理 (6.9) ,多 的 神经 同 构 于 天 但 是 ,这 个 例子 并 不 是 典型 的 . 即使 下 是 可 剖 分 空间 ,多 的 
神经 也 可 能 与 X 完 全 不 一 样 . 图 9. 3 显示 了 圆周 的 3 个 开 覆 盖 . 在 第 一 个 情形 得 到 一 个 
3 维 单纯 形 ,以 及 它 所 有 的 面 作为 神经 ;在 第 二 个 情形 得 到 两 个 顶点 ,以 及 连接 它们 的 
一 个 1 维 单纯 形 . 第 三 个 覆盖 的 情形 较 好 , 它 的 神经 包含 4 个 顶点 与 4 个 1 维 单纯 形 ， 
拼合 起 来 如 同 正方 形 的 4 个 顶点 与 4 条 边 . 这 才 真 正 恢复 到 圆周 的 拓扑 


图 9.3 

开 履 盖 多 "叫做 多 的 加 细 ,假如 罗 ' 的 每 个 成 员 包含 于 .多 的 某 个 成 员 . 在 以 上 
的 例子 中 ,第 二 个 覆盖 加 细 了 第 一 个 ,而 第 三 个 加 细 了 前 两 个 . 这 里 的 想法 是 :加 细 
一 个 开 和 覆盖 将 给 出 原 空间 XX 的 更 好 的 逼近 . 

(9.21) 定义 紧 致 Hausdorff 空间 针 具 有 维 数 n, 假 如 的 任何 开 履 盖 有 以 
维 数 不 大 于 nn 的 复 形 为 神经 的 加 细 , 并 且 n 是 具有 这 种 性 质 的 最 小 整数 . 

由 于 从 空间 X 到 空间 Y 的 同 胚 把 的 有 限 开 覆盖 送 到 了 的 有 限 开 和 覆盖, 空间 
的 维 数 显然 是 拓扑 不 变 的 . 

上 面 对 维 数 所 下 的 定义 按 下 述 的 意义 是 “单调 的 ”. 若 下 与 了 是 紧 致 Hausdorff 
空间 ,并 且 Y 了 是 的 子 空间 , 则 了 的 维 数 不 大 于 的 维 数 (习题 34). 下 面 将 要 看 
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到 ,对 多 面体 来 说 ,我 们 的 定义 给 出 正确 的 答案 . 

设 天 为 到 维 有 限 单纯 复 形 ,9 为 1KI 的 有 限 开 覆盖 . 由 Lebesgue 引 理 (3. 11) ， 
可 以 找到 重心 重 分 天 " ,使 得 天 "的 顶点 的 开 星 形 构成 ,多 的 一 个 加 细 . 但 是 按 引 理 (6.9)， 
这 个 由 开 星 形 构 成 的 1KI 的 覆盖 具有 同 构 于 区 的 神经 ,因此 是 m 维 的 . 这 表明 空 
间 1KI 的 维 数 不 超 过 m. 

我 们 还 需要 验证 IK1 的 维 数 不 能 小 于 m. 包含 m 维 单纯 形 A, 所 以 根据 单调 
性 ,只 需 验证 141 具 有 维 数 mm. 设 1A1 的 维 数 小 于 m, 并 且 设 .多 为 4 的 顶点 的 开 星 形 
所 构成 的 1A1 的 开 覆 盖 . 则 .9 必定 有 加 细 9, 它 的 神经 具有 小 于 mm 的 维 数 . 选取 重 
心 重 分 4" ,使 得 它 的 各 顶点 的 开 星 形 构成 多 "的 一 个 加 细 多 " 以 N(. 殉 记 交 的 神 
经 . 由 于 多 "加 细 了 色 可 以 如 下 定义 单纯 映射 s :1N(F') 1 一 IN(F)1.N(9F') 的 
顶点 是 的 成 员 , 是 141 的 开 集 . 若 0 是 其 中 的 一 个 开 集 ,从 .多 内 选取 了 包含 局， 
并 且 令 s(U) = 完全 类 似 , 有 单纯 映射 1: 1N(.Z7) 1 一 IN( 罗 ')1. 现在 W(Z" ) 同 
构 于 A,N(.9?") 同 构 于 A ,所 以 复合 映射 st 是 从 1A"1 到 1A1 的 一 个 单纯 映射 . 由 于 st 
分 解 中 途经 过 IN(.F')1, 所 以 si 的 象 具 有 维 数 小 于 m. 因此 si 是 从 1A1 到 1941 的 一 
个 映射 . 显然 st11941 是 一 个 零 伦 的 映射 ,因为 它 可 以 扩张 到 141 上 . 另 一 方面 , 根 
据 构 造 ,st 单纯 地 逼近 14A"1 到 141 的 恒 等 映 射 . 因此 , 它 限制 在 1341 上 不 可 能 是 零 伦 
的 ,得 到 一 个 矛盾 . 

于 是 我 们 证 明了 下 面 的 结果 . 

(9.22) 定理 若 K 是 m 维 有 限 单纯 复 形 , 则 它 的 多 面体 IKI 具 有 维 数 四 

(9.23) 系 有 限 单纯 复 形 的 维 数 是 它 的 多 面体 的 拓扑 不 变量 . 


习 题 


32. 造 出 第 式 空间 的 一 个 开 覆 盖 , 使 得 它 的 神经 是 一 个 只 有 有 限 多 个 齿 的 梨子 . 第 式 空间 的 维 数 
是 多 少 ? 

33. 在 定理 (9. 22) 的 证 明 中 , 何 处 用 到 了 同调 论 ? 

34. 证 明 我 们 所 定义 的 维 数 按 下 面 的 意义 是 “单调 的 ”. 若 民 与 了 是 紧 致 Hausdorff 空间 ,并 且 了 是 
的 子 空间 , 则 了 的 维 数 不 大 于 XX 的 维 数 . 在 你 的 论证 中 , 何 处 用 到 了 Hausdorff 条 件 . 

35. 局 部 紧 致 Hausdorff 空间 的 维 数 定义 为 它 的 一 点 紧 致 化 的 维 数 . 证 明 ( 可 能 无 穷 的 ) 复 形 多 面 
体 的 维 数 就 是 复 形 的 维 数 ,并 且 证 明 这 个 定义 是 单调 的 . 

36. 离散 空间 的 维 数 是 多 少 ? 

37. 证 明 n 维 流 形 具 有 维 数 


第 10 章 ” 纽 结 与 覆 又 空间 


But ,as for everything else ,so for a mathematical theory-beauty can be perceived but 
not explained. ( 点 无 例外 ,数学 的 理论 美 也 是 只 能 感知 而 无 法 用 语言 来 解释 的 . ) 
A. Cayley 


10.1 纽 结 的 例子 


本 章 重 新 回 到 几何 ,考虑 圆周 以 各 种 不 同 的 方式 在 EF? 内 的 嵌入 . 乍 看 起 来 ,也 
许 会 觉得 这 个 问题 既 狭 窗 , 又 特殊 . 不 过 很 快 可 以 看 到 ， 几乎 所 有 我 们 引入 的 几何 
与 代数 工具 都 将 以 这 个 问题 作为 一 个 汇合 点 . 

纽 结 是 3 维 欧 氏 空间 内 同 胚 于 圆周 的 一 个 子 空间 . 图 10. 1 给 出 了 4 个 有 特殊 
名 称 的 纽 结 ,当然 ,要 画 出 这 些 纽 结 , 不 得 不 用 在 平面 上 的 投影 来 表示 它们 . 除 此 之 
外 ,还 应 该 提 到 所 谓 平凡 纽 结 ,或 “无 结 之 纽 ” , 指 的 是 (x,y) 平 面 上 的 单位 圆周 . 


CD 和 


三 轨 结 8 字 结 
(Cy 由 
< 
搬运 工人 结 同心 结 
图 10.1 


假定 我 们 用 细 强 做 出 了 以 上 这 些 纽 结 ( 建议 读者 实际 去 做 一 下 ) ,经 过 片刻 的 
尝试 就 会 使 我 们 相信 ,不 能 单 靠 抽 拉 搜 扯 把 这 四 个 纽 结 当中 的 任何 一 个 转化 成 平 
儿 纽 结 或 以 上 四 个 纽 结 中 的 另 一 个 ,除非 让 绳子 自己 穿 过 自己 ,或 干脆 割断 , 解 开 
并 重新 打 好 另 一 种 结 ,然后 再 把 绳子 两 头 接 上 . 这 几 个 纽 结 在 某 种 意义 下 是 不 同 的 
纽 结 , 我 们 将 使 这 一 点 在 数学 上 精确 化 . 

把 两 个 纽 结 判 作 相 同 的 一 个 最 简易 的 方法 就 是 要 求 有 从 3 维 空间 到 自身 的 同 
胚 ,这 将 把 其 中 一 个 纽 结 映 为 男 一 个 . 我 们 在 这 里 将 按 此 行事 . 
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(10.1) 定义 ”两 个 纽 结 h ,局 等 价 ,假如 有 EB 的 自 同 肛 甩 使 得 h(k) = 天. 

这 个 定义 可 能 使 我 们 感到 有 点 失望 ,因为 该 定义 不 曾 明 确 谈 到 具体 地 在 空间 
内 “挪动 ”hk 使 它 重合 于 . 事实 上 ,这 两 种 想法 并 不 相同 . 关于 一 张 平 面 作 反 射 是 
FE” 内 完全 合格 的 同 胚 , 它 把 纽 结 变 为 镜 象 . 但 是 ,无 论 怎 么 尝试 都 无 法 将 三 狗 结 经 
过 形变 转化 为 它 的 镜 象 (图 10.2) ,除非 把 它 制 断 解 开 . 


图 10.2 


如 果 采 用 “看 挪动 是 否 能 使 之 重合 "来 作为 等 价 的 定义 ,必须 十 分 小 心 . 将 任 
何 一 个 纽 结 抽 紧 (图 10. 3) 给 出 一 个 连续 单 参数 族 纽 结 , 它 最 终 变 成 了 平凡 纽 结 . 
任何 定义 必须 把 这 种 情形 排除 在 外 . 为 了 避免 这 一 点 ,我 们 应 坚持 当 纽 结 挪动 时 ， 
它 在 欧 氏 空间 内 的 某 个 邻 域 也 跟着 一 起 动 . 


DW 


10.3 


E 的 同 胚 h 叫做 合 痕 于 恒 等 映 射 ,假如 存在 伦 移 万 : EF? x 1 一 包 ,使 得 每 个 有 : EF? 
一 区 为 同 胚 ,h 为 恒 等 映 射 ,h, =h. 如 果 有 一 个 合 痕 于 恒 等 映 射 的 同 胚 有 ,满足 h(h) 
= 馈 , 则 hh.(k) 给 出 了 一 个 连续 族 的 纽 结 , 当 : 从 0 增 到 1 时 ,从 逐渐 地 变动 到 大 . 

若 h:E 一 FE” 是 一 个 同 胚 , 我 们 知道 六 可 以 按 唯 一 确定 的 方式 扩张 为 同 胚 庆 
5 一 $ ,因为 5 是 也 的 一 点 紧 致 化 . 按 f 保 持 或 逆转 8 的 定向 而 说 有 是 保持 定向 
或 逆转 定向 的 . 但 是 , 合 痕 于 恒 等 映 射 的 同 胚 必然 保持 定向 . 这 是 由 于 我 们 可 把 每 
个 有 扩张 为 和 :5S 一 S ,而 我 们 还 记得 同 伦 的 映射 有 相同 的 映射 度 . 另 一 方面 ,关于 
一 张 平 面 的 反射 是 逆转 定向 的 同 胚 ,因此 不 能 合 痕 于 恒 等 映 射 . 事实 上 ,E? 的 任何 
保持 定向 的 同 胚 必 合 痕 于 恒 等 映射 ,但 我 们 将 不 给 出 证 明 . 

如 果 纽 结 由 有 限 条 直线 段 构成 ,就 叫做 多 边 形 纽 结 . 我 们 将 限于 考虑 等 价 于 多 
边 形 的 纽 结 , 即 所 谓 驯 顺 纽 结 . 图 10. 4 给 出 一 个 粗野 纽 结 的 例子 (无 穷 多 个 结 一 
个 接着 一 个 而 构成 的 ) ,有 关 这 种 纽 结 的 讨论 已 超出 本 书 范围. 
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图 10.4 


为 了 画图 并 进行 有 效 的 探讨 ,必须 能 把 纽 结 用 一 种 好 的 方式 投影 到 平面 上 . 
“好 ”的 意思 就 是 像 图 10. 1 中 表现 的 那样 . 投影 只 有 有 限 多 个 交叉 点 ,过 每 个 交叉 
点 只 有 两 枝 , 并 且 这 两 枝 交 叉 于 “直角 ”. 我 们 的 第 一 个 结果 是 多 边 形 纽 结 一 定 有 
好 的 投影 . 

设 上 为 多 边 形 纽 结 . 在 空间 任意 给 出 由 某 直线 确定 的 方向 ,我 们 可 以 将 投影 


能 经 投影 而 重合 于 一 点 ,而 且 经 投影 而 重合 的 点 对 只 有 有 限 对 ,并 要 求 这 种 点 对 之 
中 没有 一 个 是 的 顶点 . 图 10. 5 给 出 多 边 形 8 字 纽 结 的 一 个 良好 投影. 


ES 


10.5 

(10.2) 定理 任何 多 边 形 纽 结 有 良好 投影. 

证 明 必须 避 开 某 些 方向 . 首先 ,k 的 每 条 楼 在 E? 内 延长 所 得 直线 的 方向 ;其 
次 ,连接 上 的 顶点 到 各 条 棱 上 一 点 的 直线 方向 ;最 后 ,还 有 与 大 的 三 条 楼 同时 相交 
的 直线 . 连接 的 一 个 项 点 与 一 条 楼 的 全 体 直线 确定 一 张 平 面 ;与 上 的 三 条 异 面 楼 
同时 相交 的 全 体 直 线 确定 一 张 直 纹 面 ,是 二 次 曲面 的 一 类 . 将 这 种 直 纹 面 的 每 条 母 
直线 平移 到 通过 原点 的 位 置 ,得 到 以 原点 为 尖顶 的 锥 面 . 所 以 ,要 找到 良好 投影 只 
需 避 开 由 有 限 多 直线 .平面 与 锥 面 所 决定 的 方向 . 

在 上 面 这 个 证 明 中 我 们 并 没有 “ 锚 铁 必 较 ”. 我 们 旨 在 轻松 学 习 本 章 内 容 ,并 
能 够 从 讲 清 思路 而 不 拘泥 于 证 明细 节 之 中 得 到 充分 的 享受 . 


10.2 纽 结 群 
车 后 ,ks 为 等 价 的 纽 结 , 则 有 同 胚 h: BE? 一 E? 使 得 h(hk) = 已. 将 及 限制 在 EE? 


-hh 上 得 到 -hh 与 EB -有 之 间 的 同 胚 . 换 句 话说 ,等 价 的 纽 结 具 有 同 胚 的 余 
部 . 因此 ,有 理由 去 观察 纽 结余 部 的 基本 群 ,看 是 否 能 用 它们 来 区 别 各 种 纽 结 . 对 纽 
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结 , 基 本 群 ri (EY -k) 叫 做 的 纽 结 群 . 我 们 的 第 一 个 任务 就 是 对 纽 结 群 用 生成 
元 与 关系 来 给 出 某 种 合理 的 表现 . 

取 一 个 纽 结 的 样本 来 放 在 上 半 个 3 维 空间 内 ,并 且 假 定 在 平面 :=0 上 的 投影 
是 良好 的 . 参照 于 这 个 投影 ,将 纽 结交 替 分 段 ,分 为 上行" 与 下行” 两 种 , 当 人 们 
沿 纽 结 绕 行 一 周 时 ,它们 在 投影 中 交替 出 现 . 图 10. 6 阐明 了 对 三 轩 结 与 正方 结 的 
具体 作法 ,其 中 上 行 段 用 粗 线 标 出 . 注意 ,虽然 我 们 需要 用 纽 结 的 多 边 形 表示 来 进 
行 论证 ,但 画图 表示 时 却 往往 用 平滑 曲线 . 


图 10.6 
从 每 个 下 行 段 的 两 个 端点 引 到 z=0 平面 的 垂直 线段 ,然后 将 垂 线段 的 另外 两 
个 端点 在 z=0 平面 上 用 这 条 下 行 段 的 投影 连接 起 来 ,并 且 用 这 三 段 代替 原来 的 下 
行 段 . 这 样 就 得 到 一 个 显然 等 价 于 原来 纽 结 的 新 纽 结 (图 10.7) ,用 来 标记 它 . 我 
们 的 想法 就 是 分 片 构成 了 - ,每 片 的 基本 群 是 可 以 看 出 的 ,然后 逐步 运用 van 
Kampen 定理 (6. 13) ,最 后 给 出 上 上 的 纽 结 群 . 


9 
Eu z=0 


图 10.7 

首先 计算 zr, (Ek) ,其 中 E3 是 由 z>>0 定义 的 闭 半空 间 . 在 大 上 给 定 指向 ， 
选择 基点 p 高 高 地 在 的 上 方 . 对 于 每 条 上 行 段 引进 一 条 以 p 为 基点 的 环 道 , 它 参 
照 于 的 指向 右 旋 地 绕 上 行 段 一 回 ,如 图 10. 8 所 示 . 把 这 些 环 道 叫做 w ,… ,a, ,并 
将 a; 在 m1(E -%) 内 所 决定 的 元 素 记 作 x.. 

(10.3) 引 理 zi(E, -kk,p) 是 x1,…,%, 所 生成 的 自由 群 . 

证 明令? 表示 上 的 全 体 上 行 段 , 加 以 上 行 段 端点 连接 = = 0 平面 的 垂直 线段 ， 
则 显然 EE, -k 与 EE -有 相同 的 基本 群 . 过 上 行 段 每 一 点 连接 z=0 平面 的 垂直 
线段 , 合 起 来 构成 像 一 堵 墙 的 曲面 片 ,然后 在 玛 内 增 厚 这 一 片 曲面 ,得 到 一 个 三 
维 球体 (图 10. 9). 并 且 要 使 得 所 得 的 这 些 球体 B, ,…,B, 互 不 相交 . 然后 把 每 个 B， 
的 内 部 ,以 及 B, 与 z=0 平面 交 出 的 马蹄 形 内 部 从 E" 除去 , 则 所 得 到 的 空间 是 
单 连通 的 ,事实 上 X 同 胚 于 E*. 我 们 将 把 EF -% 看 作 并 集 
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10.8 


XU(B -hk)U-...U(B,-£) 
每 个 B; -$% 同 胚 于 (图 10. 9) 除 去 中 轴线 的 圆柱 体 . 它 可 以 形变 收缩 到 一 个 除 
去 中 心 的 圆 盘 , 因 此 ,具有 基本 群 Z, 由 一 个 围绕 一 回 的 环 道生 成 . 又 可 看 出 ,B， 
-和 与 了 的 交集 同 胚 于 圆 盘 ,从 而 是 单 连通 的 . 


上 行 段 


图 10.9 
假定 我 们 知道 


笃 LU (B, 一 外) Us 〈(B， 一 和 ) 
的 基本 群 是 x,,… ,x; 所 生成 的 自由 群 . 当 我 们 再 添加 B,,， -人 时 ,van Kampen 定理 


告诉 我 们 应 再 添加 一 个 生成 元 , 显然 可 以 取 作 %,,1. 这 就 完成 了 对 引 理 的 归 
纳 证 明 . 
我 们 用 一 段 简短 的 对 话 来 结束 引 理 (10. 3). 


多 悉 的 代数 学 家 ( 以 下 简称 “ 代 ”) :你 似乎 把 基点 丢 开 不 管 了 . 
乐观 的 几何 学 家 (以 下 简称 “ 几 ”) :在 这 一 类 论证 中 ,它们 常常 能 够 自己 保重 . 
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无 论 如 何 我 愿意 画图 ,而 不 愿 让 这 些 基点 来 麻烦 我 . 
代 : 应 用 van Kampen 定理 时 ,确实 应 当 在 
[XU(B -fk) UU(B,-f)]N(B, -i) 
内 有 一 个 公共 的 基点 才 行 . 

几 : 这 里 有 个 简单 的 办 法 . 对 每 个 i, 用 直线 段 连接 p 点 到 B, 顶 上 一 点 ,把 这 条 
线段 也 加 进 B, 去 . 这 样 你 就 可 以 令 所 有 出 现 的 环 道 以 p 为 基点 . 

代 : 更 粮 的 是 ,你 只 对 有 限 单纯 复 形 仔细 证 明了 van Kampen 定理 . 

几 : 对 EB 外 加 一 个 无 穷 远 点 m ,使 它 成 为 5 ,并且 使 6 增 厚 成 为 一 条 管子 7， 
它 是 $ 内 一 个 打 了 结 的 实心 圆 环 . 然后 把 E? 换 成 5; ,E3 换 成 上 半球 面 ; 当 我 们 应 
当 除 去 大 时, 我们 把 7 的 内 部 除去 ;这 样 一 来 ,所 出 现 的 空间 就 都 可 以 痢 分 成 有 限 
单纯 复 形 了 . 但 是 ,就 基本 群 来 说 , 却 一 点 没 改变 ,因为 外 加 的 点 w% 不 产生 影响 ,而 
了 -大 可 以 形变 收缩 到 了 的 边界 上 去 . 


我 们 还 必须 把 整个 了 -添加 进去 . 让 我 们 先 看 夹 在 第 i 个 与 第 i+1 个 上 行 
段 之 间 的 下 行 段 ,并 假定 第 个 上 行 段 在 它 上 面 通过 ,如 图 10. 10. 将 环 道 w ,a ， 
移动 到 接近 交叉 点 ,并且 取 代表 xx 的 两 个 环 道 w ,, ,使 它们 分 布 在 下 行 段 的 不 同 
侧 ,如 图 所 示 . 将 下 行 段 在 E? 内 的 投影 增 厚 得 出 一 个 三 维 球 D， ,并 考虑 将 D, -上 添 
加 到 下 ，- 上 所 产生 的 影响 . 为 了 使 所 有 的 环 道 以 p 为 基点 ,从 p 引 直 线段 到 4, 再 
从 9 垂直 地 下 到 D, 顶 上 的 点 7, 将 这 条 折线 添 入 D;, 显 然 D, -下 是 单 连通 的 , 并且 
(Di; ~) 阁 (E -上 ) 是 内 部 除去 一 个 多 边 形 孤 的 圆 盘 . 后 者 与 除去 一 个 内 点 的 图 
盘 有 相同 的 同 伦 型 ,从 而 具有 无 穷 循 环 的 基本 群 . 设 B; 是 一 条 以 p 为 基点 的 环 道 ， 
它 在 z=0 平面 上 按 顺 时 针 方向 绕 下 行 段 的 投影 一 周 , 则 B, 代表 这 个 基本 群 的 -- 
个 生成 元 , 记 作 yi: 


图 10.10 
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按 van Kampen 定理 ,如 果 想 得 到 (EE -k) U (D, -上 ) 的 基本 群 ,必需 对 
71 (Ek) 添 加 关系 j, (y,) =e, 其 中 1 是 (下 -k) m(D, -有 到 BE， -天 的 含 人 映 
射 . 但 7. (7 ) 是 把 环 道 6, 看 作 也 -k 内 的 环 道 所 代表 的 环 道 同 伦 类 . 把 6, 垂直 地 
癌 上 滑动 ,就 得 到 一 个 环 道 同 伦 于 乘积 环 道 watamuar!( 图 10. 10). 因此 ,添加 
D,; -8 所 产生 的 影响 是 在 x, ,… ,x, 上 添加 关系 xxixuxrl =e, 或 等 价 地 
注意 , 若 逆 转 第 个 上 行 段 的 方向 , 则 关系 变 为 xx; = x;, xj. 

另 一 种 可 能 性 是 所 考虑 的 下 行 段 只 起 隔 开 两 个 上 行 段 的 作用 ,在 它 顶 上 没有 
上 行 段 . 这 时 很 显然 B; 同 伦 于 aiai'. 因此 ,在 这 种 情形 所 要 添加 的 关系 是 x, = 
vir1: 无 论 是 什么 样 的 关系 ,我 们 用 7, 来 标记 它 . 

总 共有 个 下 行 段 . 前 n -1 个 给 出 关系 7 ,…,r,_1 ,并且 告诉 我 们 

Y= (E;-k)U(D -kU...U(D,,-Ek) 

的 基本 群 是 {x a Tn}. 

我 们 断言 ,相应 于 最 后 一 个 下 行 段 的 关系 是 前 n -1 个 关系 的 后 果 , 因 此 不 添 
加 任何 新 东西 . 用 Z 来 记忆 -了 的 闭 包 . 只 需 把 Z -% 添 到 Y 上 就 完成 了 对 EE -下 
的 构造 . 但 2 -k 是 单 连 通 的 ,而 YN (2Z -%) 的 基本 群 是 无 限 循环 群 , 绕 最 后 一 个 
下 行 段 投影 一 周 的 环 道 可 以 代表 这 个 群 的 生成 元 . 可 以 选 这 个 环 道 为 z=0 平面 上 
包含 我 们 纽 结 投影 在 内 部 的 一 个 很 大 的 圆周 . 把 这 个 圆周 垂直 地 向 上 滑动 直到 越 
过 上 的 最 高 点 ,然后 水 平地 收缩 为 一 点 ,这 说 明 它 代表 wr,(Y) 的 单位 元 素 . 最 后 再 
用 一 次 van Kampen 定理 就 给 出 了 我 们 的 主要 结果 . 

(10.4) 定理 有 的 纽 结 群 由 元 素 x1，,…,x, 生成 ,这 些 元 素 服从 关系 7，… sr,_1. 

下 面 有 几 个 例子 . 

平凡 纽 结 ”把 圆周 分 成 两 个 半圆 周 , 称 其 中 一 个 为 上 行 段 . 上 面 的 结果 使 我 们 
有 一 个 生成 元 ,而 不 存在 关系 . 因此 ,平凡 纽 结 的 纽 结 群 是 自由 循环 群 . 

三 名 结 取 上 行 段 与 下 行 段 如 图 10. 8 所 示 . 则 我 们 有 三 个 生成 元 ,服从 关系 
消去 xs ,并 有 ao =x ,b=x,, 这 可 简化 为 群 6G = {a,blaba = bab!}. 

令 a 对 应 于 (12),b 对 应 于 (23) , 则 可 以 定义 C 到 三 个 字母 对 称 群 5, 的 一 个 
同 态 ,这 是 由 于 

(12)(23)(12) = (13) = (23)(12)(23). 

由 于 (12) 与 (23) 生 成 对 称 群 5; ,并 且 这 个 同 态 是 满 的 . 这 表明 C 不 能 是 交换 群 , 特 
别 地 , 它 不 能 是 Z. 因此 ,我 们 就 证 明了 三 瓣 结 不 等 价 于 平凡 纽 结 . 换 句 话说 , 三 办 
结 是 真正 打 了 结 的 . 

正方 结 ” 取 上 行 段 与 下 行 段 如 图 10. 11 ,并 将 下 行 段 标 以 1 到 7. 以 字母 a,b,c 
表示 纽 结 群 内 相应 于 如 图 所 示 三 个 上 行 段 所 代表 的 生成 元 ,并 且 利 用 下 行 段 1,2, 
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4,5 给 出 的 关系 ,很 快 就 可 以 把 另外 四 个 生成 元 用 这 三 个 生成 元 表达 出 来 . 相应 于 
下 行 段 3,6 的 关系 分 别 为 
(bab) (ba bab) = (ba-1pab)D， 
化 简 为 aba = bab ,以 及 
(cac) (bla bab) = c(crlac) ， 
当 我 们 以 aba 代替 bab 时 后 者 简化 为 aca = cac. 正方 结 的 纽 结 群 于 是 可 写 为 


{4,8,¢1 aba = bab,aca = cacl. 


biabab 


图 10.11 

不 等 价 的 纽 结 可 以 有 相同 的 纽 结 群 . 正方 结 的 左 半 看 起 来 像 一 个 三 办 结 , 右 半 
看 起 来 像 三 办 结 的 镜 象 . 如 果 把 右 半 也 改换 成 三 办 结 ,所 得 的 纽 结 叫做 一 个 懒散 
结 ,并 且 知 道 是 与 正方 结 不 同 的 纽 结 . 请 读者 自己 计算 懒散 结 的 纽 结 群 ,并 验证 它 
同 构 于 正方 结 的 纽 结 群 . 

要 判定 两 个 用 生成 元 与 关系 给 出 的 群 是 否 同 构 ,一 般 来 说 是 不 可 能 的 ,或 者 至 
少 是 一 件 艰苦 的 工作 . 由 于 这 个 原因 ,我 们 当然 希望 有 简单 一 些 的 不 变量 可 以 用 来 
区 别 纽 结 ,10. 5 节 将 介绍 一 种 . 注意 ,将 纽 结 群 阿 贝尔 化 毫 无 帮助 . 看 一 下 所 能 得 
到 的 关系 的 形式 ,我 们 就 知道 阿 贝 尔 化 只 不 过 是 令 所 有 的 生成 元 都 相等 ,从 而 有 下 
面 的 结果 . 

(10.5) 定理 纽 结 群 阿 贝 尔 化 总 是 得 到 无 穷 循环 群 . 


习 题 


1. 求 出 8 字 结 的 纽 结 群 的 一 种 表现 ,这 个 群 可 由 两 个 元 素 生成 . 证 明 不 存在 从 这 个 群 到 对 称 群 5， 
的 满 映射 ,从 而 导出 8 字 结 不 等 价 于 三 轨 结 . 

2. 验证 正方 结 与 懒散 结 具有 同 构 的 纽 结 群 . 

3. 求 出 搬运 工人 结 与 同心 结 纽 结 群 的 表现 . 

4. 设 £ 为 E 内 的 驯 顺 结 , 将 上 略微 增 厚 得 到 一 个 打 了 结 的 细 管 工 给 出 精确 的 论证 来 证 明 7, (了 
-) 同 构 于 (5 - 们 . 

5. EF" 内 的 标准 环 面 上 有 整整 一 族 有 趣 的 纽 结 . 设 p 与 9 为 互 素 的 整数 , 环 面 纽 结 ,在 圆柱 极 坐 
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标 之 下 由 
r=2+cos (pO/g), z = sin (pO/g) 
给 出 . 它 位 于 环 面 (r-2) ”+ 好 =1 上 ,经 向 绕 了 p 圈 , 纬 向 绕 了 g 图 . 证 明 3 是 三 斩 结 ,并 画 
出 ks. 
6. 证 明 ,等 价 于 ,以 及 上 _,,. 又 证 明 当 1pl =1 或 lg| =1 时 ,k,, 等 价 于 平凡 纽 结 . 
7. 下 面 给 出 两 种 办 法 来 证 明 3 维 球面 是 两 个 圆 环 体 的 并 集 : 
(a) 证 明 S (CE) 内 坐标 满足 名 + 避 = 怠 + 的 点 构成 一 个 环 面 ,不 等 式 


党 2 2 2 2 3 
Xl +X EX + Ya, XI] 十 X2 之 %3 + Ny 


各 确定 一 个 圆 环 体 . 
(b) 把 $ 看 作 两 个 圆周 的 联合 空间 S' * S' ,证 明 : 当 := 172 时 ,联合 体 的 点 坟 寺 (1=- 纺 7 所 构 
成 的 中 间 截 面 是 一 个 环 面 ,不 等 式 1:<1/2 与 上 >172 分 别 给 出 两 个 圆 环 体 . 

8. 用 习题 7, 以 及 van Kampen 定理 证 明 ,的 纽 结 群 具 有 形 如 {x,ylx? = 六 和 的 表现 . 

9. 设 6 为 ,的 纽 结 群 , 玉 为 元 素 x*( =y') 所 生成 的 子 群 ,证 明 如 包含 在 G 的 中 心 内 ,并 日 C/E 
AFA 

10. 证 明 两 个 非 平凡 群 的 自由 乘积 总 是 以 平凡 群 为 中 心 的 . 

.假设 pl 六,191 鸡 ,证 明 态 是 6 的 中 心 , 并 且 证 明 若 1 <p <g,1 <p' <g', 则 名 ,等 价 于 名.， 

当 且 仪 当 p =p' ,gq =9/ 
12. 证 明 EB 内 的 驯 顺 纽 结 等 价 类 有 可 数 无 穷 多 个 . 


10.3 Seifert 曲面 


本 节 将 阐明 怎样 在 一 个 驯 顺 纽 结 上 张 成 一 个 可 定向 曲面 . 也 就 是 说 ,在 FE? 造 
出 一 个 紧 致 连通 可 定向 曲面 5， 以 纽 结 % 为 边缘 . 

以 三 匆 结 为 例 在 图 10. 12 显示 了 构造 的 方法 . 给 纽 结 以 定向 并 选取 良好 的 投 
影 . 把 投影 的 各 个 交叉 点 如 图 示 那 样 割 去 ,得 到 -一 些 互 不 相交 的 定向 圆周 ,叫做 
Seifert 圆周 . 使 每 个 Seifert 圆周 张 成 一 个 圆 盘 , 并 使 这 些 圆 盘 互 不 相交 ,然后 在 每 
个 交叉 点 处 把 割 去 的 原 交 叉 点 换 成 扭曲 的 条 带 ,如 图 所 示 . 结果 得 到 以 天 为 边界 的 
一 个 紧 致 连通 曲面 5. 要 看 出 5 是 可 定向 的 ,注意 每 个 Seifert 圆周 有 一 个 来 自 天 的 
定向 . 这 也 决定 了 它们 所 张 成 圆 盘 的 定向 ,而 各 扭曲 的 条 带 正 是 按照 能 使 这 些 定向 
保持 相 容 而 添上 的 . 5S 叫做 的 Seifert 曲面 . 

当然 ,给 定 一 个 纽 结 可 以 使 它 张 成 不 同 的 曲面 . 比如 ,从 一 个 Seifert 曲面 出 发 ， 
添上 一 些 与 纽 结 不 相交 的 环 柄 ,而 得 到 另 一 个 Serfert 曲面 .大 所 张 成 的 Seifert 曲面 
5 以 一 个 单独 的 圆周 为 边界 ,因此 ,在 这 个 边界 圆周 上 补 进 一 个 圆 盘 就 可 以 把 它 转 
变 成 为 一 个 闭 曲 面 . 把 这 个 可 定向 闭 曲 面 的 亏 格 叫做 $ 的 亏 格 . 于 是 可 从 Seifert 曲 
面 的 图 读 出 亏 格 是 多 少 ,这 是 因为 ,从 亏 格 g 的 可 定向 闭 曲面 除 去 一 个 圆 盘 之 后 ， 
剩 下 的 空间 可 以 形变 收缩 到 2g 个 圆周 的 一 点 并 . 图 10. 12 所 画 的 曲面 显然 可 以 形 
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变 收缩 到 两 个 圆周 的 一 点 并 ,因此 具有 亏 格 1. 给 它 贴 上 一 个 圆 盘 就 成 为 环 面 . 

也 内 的 曲面 $ 叫做 是 驯 顺 的 ,假如 有 E? 的 一 个 同 胚 把 $ 映 成 一 个 有 限 单纯 
复 形 , 换 名 话说 , 映 成 一 个 组 合 曲面 (可 以 有 边界 ). 天 的 各 驯 顺 Seifert 曲面 所 能 有 
的 最 小 亏 格 , 叫 做 纽 结 上 的 亏 格 , 记 作 g( 有 ). 

我 们 的 下 一 个 结果 表示 , 亏 格 为 0 等 价 于 无 结 . 

(10.6) 定理 纽 结 等 价 于 平凡 纽 结 的 充分 必要 条 件 是 它 可 以 张 成 Es 内 的 


eT" 


ee 
> 


FE 


证 明 设 k 等 价 于 平凡 纽 结 , 并 且 设 为 E? 的 同 胚 , 它 将 上 映 为 (x,y) 平 面 上 
的 单位 圆 盘 D. 则 h"'(D) 为 所 张 成 的 一 个 驯 顺 圆 盘 . 

有 反之, 设 和 为 多 边 形 纽 结 ,并 且 设 k 张 成 了 FE? 内 的 一 个 多 面体 式 的 圆 盘 . 也 就 
是 说 , 圆 盘 分 成 了 一 些 三 角形 ,其 中 每 个 三 角形 线性 地 嵌入 E*. 逐次 以 一 个 三 角形 
的 两 边 代替 一 边 ( 或 以 一 边 代替 两 边 ) ,可 以 把 k 变 成 单独 一 个 三 角形 的 边界 . 但 
每 次 这 样 的 变动 都 可 以 用 EE 的 一 个 同 胚 来 实现 . 一 旦 把 变 成 了 三 角形 边界 , 则 
不 难 找到 E 的 一 个 同 胚 将 这 个 三 角形 变 成 平面 上 的 单位 圆 . 因此 是 平凡 纽 结 . 

纽 结 的 亏 格 按 下 述 的 意义 是 可 加 的 . 设 有 两 个 定向 的 纽 结 ,它们 位 于 了 内 某 
一 张 平 面 的 不 同 侧 , 但 是 它们 有 一 段 公共 弧 位 于 这 张 平面 内 ,而 且 设 它们 在 这 段 弧 
上 所 诱导 的 定向 相反 . 定义 它们 的 和 左 + ;7 为 从 上 U7 除 公共 弧 上 两 端点 之 外 所 有 各 
点 而 得 到 的 纽 结 (图 10. 13 ). 粗略 地 说 ,就 是 在 一 根 强 上 逐个 打 这 两 个 结 ,并 保证 
它们 的 定向 一 致 . 这 里 ,给 纽 结 选 定 定向 是 重要 的 ,否则 定义 可 能 产生 含混 


图 10.12 
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图 10.13 
(10.7) 定理 g(k+l) =g(k) +g(l). 
证 明 大 意 首先 取 % 与 1 各 一 , 放 在 BE’ 内 一 张 平面 的 不 同 侧 ,在 相应 的 半空 
间 内 使 它们 各 张 成 一 个 具有 最 小 亏 格 的 ( 驯 顺 ) Seifert 曲面 . 将 上 的 一 小 段 弧 与 1 
上 的 一 小 段 弧 用 一 条 窜 带 连接 , 窜 带 与 曲面 在 任何 其 他 地 方 不 相交 ,并 且 有 必要 的 
话 ,扭转 180° 以 使 所 得 曲面 5 的 边界 为 k+l( 图 10. 14). 显然 ,5 的 亏 格 是 所 张 
曲面 的 亏 格 与 1 所 张 曲 面 的 亏 格 之 和 . 于 是 ,g(k+1) <g(k) +g(l). 


为 证 明 反 方向 的 不 等 式 , 从 k+l 的 一 个 具有 最 小 亏 格 的 驯 顺 Seifert 曲面 $ 开 
始 . 我 们 总 可 以 安排 得 使 $ 与 分 离 £ 及 1 的 平面 交 于 “直角 ”. 于 是 $ 与 P 交 于 若干 
个 互 不 相交 的 圆周 加 上 一 段 弧 4, 该 弧 的 两 个 端点 正 是 +1 穿 透 P 之 点 . 我 们 的 
想法 是 逐个 地 沿 着 这 些 圆周 作出 补 运算 ,最 后 得 到 一 个 具有 最 小 亏 格 的 曲面 与 忆 
只 交 于 弧 4. 沿 着 弧 4 切 开 得 到 与 1 各 自 的 Seifert 曲面 . 于 是 


ag(k) tg(l) < gl(k +1). 


鹿 补 运算 如 下 进行 . SNP 包含 的 有 些 圆 周 可 能 套 着 另外 的 圆周 ,甚至 包含 弧 
4 在 圆 内 . 选 一 个 位 于 最 内 层 的 圆周 ,并 且 设 它 不 包含 弧 4. 沿 着 这 个 圆周 将 5 切 
开 .在 乙 的 两 侧 将 所 得 的 两 个 切口 各 封 上 一 个 圆 盘 . 作 这 个 操作 时 不 至 于 影响 到 5 
的 其 他 部 分 ,因为 所 沿 的 圆周 内 部 没有 其 他 的 圆周 ,并 且 不 包含 4. 操作 的 结果 必 
然 是 k+1 所 张 成 的 男 一 个 与 P 至 少 交 一 个 圆周 的 曲面 ,再 加 上 一 个 可 以 忽略 的 闭 
曲面 (这 个 闭 曲 面 必然 会 出 来 ,因为 若 不 然 , 按 定理 (7. 11) ,将 得 出 大 +7 所 张 成 的 
具有 比 以 前 更 小 亏 格 的 曲面 ,这 与 $ 具有 最 小 亏 格 的 假设 矛盾 ). 按照 这 种 方式 将 
交 截 圆 逐 步 消 去 . 对 那些 包含 弧 4 于 内 部 的 圆周 ,操作 从 最 外 层 作 起 , 沿 着 这 个 圆 
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周 切 开 , 在 两 个 开口 上 各 封 上 一 个 很 大 的 圆 盘 , 为 了 避免 圆 盘 与 $ 相交 ,让 它们 分 
别 从 与 1 的 外 面包 过 来 (就 如 同 两 个 吹 得 很 大 的 气球 ,一 个 在 平面 P 的 左 侧 ,一 
个 在 右 侧 , 把 5 包 在 里 面 ,分 别 把 它们 的 口 与 手术 开 出 来 的 口 对 上 ). 最 后 ,$ 将 与 
P 只 交 于 4, 这 就 是 所 需要 的 . 

(10.8) 系 若 上 k+l 等 价 于 平凡 纽 结 , 则 上 与 1 也 都 是 . 

证 明 若 上 +1 等 价 于 平凡 纽 结 , 则 

8(k) + g(l) = g(k+1) =0， 

从 而 g(k) =g(1) =0. 因此 由 定理 (10.6) ,% 与 1 都 是 无 结 的 . 

这 表示 不 能 在 一 根 强 子 上 接连 打 两 个 结 , 使 它们 互相 抵消 . 


习 题 


13. 证 明 FE? 内 的 任何 驯 顺 纽 结 在 E* 内 可 以 张 成 一 个 驯 顺 的 圆 盘 . 

14. 设 上 为 B 内 的 多 边 形 纽 结 . 证 明 通 过 适当 地 选择 一 个 方向 ,可 以 沿 着 这 个 方向 将 上 一 对 一 地 
映 和 人 E” 的 一 个 三 维 子 空间 . 从 而 导出 E* 的 任何 驯 顺 纽 结 等 价 于 无 结 之 纽 . 

15. 对 图 10. 15 所 画 的 纽 结 造 出 Seifert 曲面 ,并 说 出 它们 是 什么 曲面 . 


CY ZR 


图 10.15 
16. 画 一 组 图 说 明定 理 (10.7) 证 明 中 的 剂 补 运算 是 怎样 进行 的 . 
17. 证 明 三 办 结 与 8 字 结 都 不 能 写成 两 个 非 平凡 纽 结 之 和 . 


10.4 和 覆 笃 空间 


覆盖 空间 的 概念 曾 在 5.3 节 中 简单 介绍 过 . 这 里 将 对 这 个 概念 作 进一步 的 探 
讨 ,然后 在 10. 5 节 将 介绍 一 个 较为 特殊 的 情形 , 即 纽 结余 部 的 获释 空间 . 

先 回顾 定义 与 一 两 个 例子 . 

(10.9) 定义 映射 :中 下巴 做 覆 登 映射 ,全 叫做 碟 的 履 枉 空间 ,假如 下 列 
条 件 满足 :每 点 xe 久 有 开 邻 域 V, 使 得 7-'(V) 分 解 为 定 内 的 一 组 互 不 相交 的 开 集 
| Us ,而 TT 在 每 个 Us 上 的 限制 为 从 U, 到 上 的 同 胚 . 

从 实数 轴 到 复 平面 上 单位 圆周 的 指数 映射 是 覆 炙 映射 ,从 2 维 球面 到 射影 平 
面 由 粘 合 对 径 点 而 定义 的 映射 也 是 . 这 两 种 情形 在 第 5 章 中 曾 较 详细 地 讨论 过 . 设 
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n 为 正 整数 ,把 每 个 非 零 复数 对 应 它 的 m 次 寡 是 C - 10| 到 自己 的 覆 伙 映射 (在 复 
变 函 数论 里 熟知 ) , 它 把 穿孔 复 平面 在 自己 上 面 绕 了 nn 重 . 

图 10. 16 显示 两 圆周 的 一 点 并 集 的 一 个 覆 驮 空间 . 自 左 至 右 来 看 ,7 将 人 的 第 
一 个 圆周 绕 贺 周 4 一 圈 , 第 二 个 绕 圆周 B 两 圈 , 第 三 个 绕 圆周 4 两 圈 , 等 等 . 注意 
映 到 XX 每 一 点 的 恰好 有 X 的 4 个 点 . 若 * 与 V 如 图 所 示 , 则 7-!'(V) 包 含 4 个 开 集 
U;,1<i<4, 其 中 每 一 个 被 7 同 胚 地 映 满 耻 请 读者 自己 选择 B 的 各 点 的 适当 邻 
域 ,以 及 两 点 相 碰 之 点 p 的 适当 邻 域 


Ui 
Us 
U, Us 
| 


V 


4 B 


10. 16 

我 们 假定 这 里 所 考虑 的 空间 都 是 道路 连通 的 与 局 部 道路 连通 的 . 后 一 个 条 件 
(初次 在 第 3 章 习题 43 中 已 介绍 ) 表示 说 空间 的 拓扑 有 一 组 基 , 以 道路 连通 子 集 
为 其 成 员 . 例如 ,所 有 的 多 面体 有 此 性 质 . 

设 X 为 的 绑 秋 空间 , 覆 共 映射 为 7: 证 >X, 选取 基点 peX,ge8 使 得 rz(9) = 
Pp, 记 

G= 7(X,p), H= TT1 (全 ,gq). 

从 第 5 章 的 讨论 , 即 引 理 (5. 10) 与 引 理 (5. 11) ,我 们 已 经 有 两 个 基本 的 结果 . 

(10. 10) 道路 提升 引 理 若 y 是 内 始 于 p 的 道路 , 则 证 内 有 唯一 的 始 于 g 的 
道路 y 满 足 7。Y = 

(10. 11) 同 伦 提升 引 理 若 忆 :1 x1 一 为 连续 映射 ,满足 (0,1) = (1,1) 
=p,0<t<1, 则 有 唯一 的 映射 : 启 1x1 一 对 满足 条 件 

ToF=F, FO0t) =g, Ox<i<l. 
对 于 f:Y 了 一 ,连续 映射 上 了 一 廊 , 如 满足 关系 x。 六 = 了 ,通常 叫做 /的 一 个 提 


升 . 道路 与 同 伦 可 以 提升 到 覆 番 空间 这 一 事实 有 重要 的 推论 . 
(10. 12) 定理 诱导 同 态 7,: 甩 一 G 是 单 同 态 . 
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证 明 设 & 是 X 内 以 g 为 基点 的 环 道 ,使 得 a =7。Q 在 X 内 零 伦 . 选 定 一 个 从 p 
点 处 的 常 值 环 道 到 a 的 伦 移 ,并 运用 引 理 (10. 11) 找 到 户 : x1 一定 ,满足 7。 记 
= 下 ,以 及 F(0,t) =g,0<t<1. 令 P 表 示 1x1 的 左边 .右边 与 底 边 , 则 所 将 整个 P 
映 为 p. 但 7。 记 = 下 ,集合 1(p) 为 离散 集合 ,并 且 P 连通 ,因此 ,名 整个 P 映 为 
q. 而 且 , 改 内 由 产 (s,1) 定义 的 道路 是 a 的 提升 ,并 且 以 g 为 起 点 ,从 而 根据 引 理 
(10. 10) 的 唯一 性 部 分 , 它 必 然 是 入 因此 , 关 是 从 9 点 处 的 常 值 环 道 到 & 的 一 个 伦 
移 ,这 正 是 要 证 明 的 . 

(10.13) 定理 内 以 p 为 基点 的 环 道 w, 可 以 提升 为 让 内 以 g 为 基点 的 环 道 
Q, 当 且 仅 当 《a》 ET, (万 ). 

证 明 车 G 为 环 道 , 则 

《ay = (7° 0 en.,(H), 


这 是 明显 的 . 反之 , 设 Ca》e 7 ,(H) , 则 可 以 找到 六 内 以 g 为 基点 的 环 道 8, 使 得 a 二 
7 。B. 选 定 这 两 条 环 道 之 间 的 一 个 伦 移 ,并 用 引 理 (10. 11) 提升 到 你 内. 如同 定理 
(10. 12) 证 明 中 的 论证 可 以 推出 B 与 4 必 有 相同 的 终点 ,所 以 & 是 以 g 为 基点 的 环 道 

注意 ,X 的 一 个 环 道 可 以 一 方面 提升 为 内 的 一 条 环 道 ,一 方面 又 提升 为 定 内 
另 一 条 具有 不 同 端点 的 道路 . 例如 ,图 10. 16 内 以 p 为 基点 ,由 圆周 4 取 逆 时 针 方 
向 所 代表 的 道路 提升 为 以 g 为 基点 的 一 条 环 道 ,但 始 于 r 点 的 提升 却 不 是 环 道 . 

(10. 14) 定理 对 于 钱 的 任意 一 点 *, 集 合 7 -1(x) 的 基数 是 (及) 在 C 内 
的 指数 . 

证 明 首先 ,注意 若 x,yeX, 则 m1(x) 与 7-'(y) 有 相同 的 基数 . 因为 若 y 是 
内 一 条 连接 x 到 y 的 道路 ,对 于 任意 的 xe 7m-'(x) ,将 y 提升 为 内 始 于 ?的 一 条 
道路 y, 则 按照 Fy(1) 定 义 了 一 个 从 -1(x) 到 -1(y) 的 映射 . 这 个 映射 必然 是 
一 对 一 \ 满 的 ,因为 用 道路 y-! 可 以 得 到 它 的 逆 映 射 

然后 考虑 zr!'(p). 任 给 X 内 以 p 为 基点 的 环 道 a, 把 它 提升 为 内 以 g 为 起 点 
的 道路 ,注意 &(1) 是 7'(p) 的 一 点 . 车 *e 7-!1(p) ,将 连接 g 到 ?的 一 条 道路 投影 
到 XX 给 出 以 p 为 基点 的 一 条 环 道 ,因此 ,mr-!'(p) 的 每 点 可 如 此 得 到 . 但 两 个 环 道 a 
与 8 给 出 7 (p) 的 同一 点 , 当 且 仅 当 ap"! 提升 为 以 gq 为 基点 的 一 条 环 道 ,因此 ， 
按 定 理 (10. 13) , 当 生 仅 当 Ca) 与 《4B) 确 定 7,(H) 在 GC 内 的 同一 个 右 傍 系 . 所 以 ， 
7.( 且 ) 在 G 内 的 右 傍 系 全 体 与 集合 71(p) 之 间 有 着 一 一 对 应 . 

若 每 点 在 ~ 之 下 的 原 象 只 包含 有 限 多 个 点 ,比如 说 个 点 , 则 我 们 说 访 是 n 层 
或 n 重 覆 全 空间 . 例如 ,S? 是 射影 平面 的 二 重 覆 到 空间 ,前 面 所 说 的 C- {10| 是 n 
重 覆 秋 . 在 第 一 种 情形 
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H=7(S)= {e}, G= 7(P) =2,, 
从 而 7 ,(H) 在 G 内 的 指数 为 2. 在 第 二 种 情形 ,我 们 有 
H=G=n7(C- {0D=2, 
并 且 7.(8) =nZCZ, 因 此 7,() 在 G 内 的 指数 确实 为 nn. 
(10.15) 定理 群 T, (mi (Xx)),xem!'(p) 构 成 群 C 内 的 一 个 子 群 
共 恩 类 
证 明 这 里 的 共 忽 类 就 是 由 .( 豆 ) 所 决定 的 那 一 个 . 若 *e zr!'(p) ,用 和 内 的 
道路 y 连 接 9 到 x, 以 y 记 环 道 +。Y, 并 验证 下 列 的 图 表 可 交换 


市 


H Tl Ca DD 
| Tn 
G G 


因此 ,由 ,给 出 的 CG 的 内 自 同 构 将 7,() 映 满 7 (Ti (证 ,x*) ). 另 一 方面 , 设 
K= a) rm, (H)la), 
其 中 Ca》e G. 将 a 提升 为 内 以 g 为 起 点 的 道路 &, 并 令 X=@(1), 则 Xe xn-!(p)， 
并 且 
K=7, (7 (YX,x)). 

到 现在 为 止 , 我 们 阐明 了 对 于 的 每 个 覆 炙 空间 可 以 拣 出 X 基 本 群 内 的 一 个 
子 群 共 罗 类 . 要 想得到 进一步 的 结果 就 需要 更 一 般 的 关于 映射 提升 的 结果 . 设 了 
为 任意 空间 (总 假定 是 道路 连通 与 局 部 道路 连通 的 ) ,以 > 为 基点 ,并 目 设 f: YX 
为 连续 映射 ,将 > 映 为 p. 

(10. 16) 映射 提升 定理 /有 一 个 将 r 映 为 g 的 提升 连续 映射 , 当 且 仅 当 

f. (Ti(Y,r)) GE (H), 
并 且 提 升 是 唯一 的 . 

证 明 条 件 的 必要 性 是 显然 的 ,因为 提升 连续 映射 * 给 出 可 交换 图 表 
2 
而 且 ,如 果 有 一 个 满足 太 r) =4 的 提升 户 它 必定 是 唯一 的 . 因为 若 广 ,六 都 是 /的 
提升 并 且 将 7 映 为 g. 对 ye 了 ,用 一 条 道路 y 把 + 连接 到 y. 则 户 。y 与 六 。y 同 是 
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/。7Y 的 提升 , 同 是 以 g 为 起 点 ,因此 必定 重合 ,特别 是 它们 有 相同 的 终点 . 换 句 话 
说 , f(y) = 户 (7). 

其 次 ,假定 有 

f. (Ti(Y,r)) Cn, (H), 

则 可 以 构造 六 :了 一 这 如 下 . 对 于 yeY, 用 一 条 道路 y 连接 + 到 y, 将 道路 a=f。y 
提升 为 的 一 条 以 g 为 起 点 的 道路 ,然后 令 扩 y) = &(1). y 的 选择 没有 影响 ,因为 
若 y' 是 第 二 条 连接 r 到 y 的 道路 ,并 是 车 B=f。y', 则 a8-!' 是 X 内 以 p 为 基点 的 一 
条 环 道 . 而 且 Ca8 > 在/ (zi1(Y,r) ) 内 ,因此 在 7, (及) 内. 所 以 按 定理 (10. 13)， 
oB ”可 提升 为 了 内 以 g 为 基点 的 一 条 环 道 . 要 使 这 件 事 成 立 ,& 与 8 必须 有 相同 的 
终点 . 

剩 下 只 需 验 证 了 的 连续 性 . 设 

fly) = x, m2) = x, 

并 且 设 V 为 x 在 ?内 的 一 个 邻 域 ,选取 x 的 邻 域 了 与 2 的 邻 域 U, 使 得 51U :UV 
为 同 胚 . 则 fr(NNMU) 为 y 在 Y 内 的 一 个 邻 域 . 由 于 Y 是 局 部 道路 连通 的 ,选取 y 
的 道路 连通 邻 域 不 包含 于 广 :r(Nmo). 我 们 断言 所 WW) EN, 一 旦 证 明了 这 一 点 ， 
也 就 完成 了 定理 的 证 明 . 设 ze W, 在 WW 内 用 一 条 道路 o 连接 y 到 z 要 求 出 所 z) ,将 
道路 fo(yo) = (f。y)(f。o) 提 升 为 ?内 以 g 为 起 点 的 一 条 道路 ,然后 取 这 条 道路 
的 终点 .f。o 在 mT(NMUD) 内 , 它 的 提升 道路 始 于 /。y 的 提升 道路 的 终点 , 即 守 但 
TINmz 为 同 胚 ,因而 ,这 条 提升 道路 的 终点 在 NNU 内 ,因此 在 内 ,如 所 欲 证 . 

现在 我 们 可 以 对 于 任何 空间 的 各 覆 闪 空间 之 间 给 以 一 种 等 级 式 的 次 序 . 设 

71 :这 一 大， 1; 施 一 了 
为 覆 蚕 映射. 选取 基点 ge ,go e 训 , 使 得 zr,(g1) =7,(gq,) =p, 并 且 记 
已 一 人 (六 ,qi ) 9 H, 二 Tl ( 施 ,g, ). 


(10.17) 定理 若 7,, (可) Cr。 (HH) , 则 用 肥 映射 7: 完 一 写 使 得 
T(q) =g，TieTT = 7. 
证 明 只 需 把 定理 (10. 16) 用 来 提升 映射 7: 名 天 为 一 个 映射 天守 一 全 ， 
使 得 r(9 ) =g ,并 且 验 证 7 是 覆 释 映射 . 
当然 , 蔡 7,, (五 ) 等 于 7, (HH) , 则 可 反复 运用 上 面 的 结果 而 得 到 保持 基点 
的 覆 释 映射 


g: 交 一 总 ， 天 六 一 下 ， 
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并 且 它 们 满足 ri。g =72,7T2。 有 hh=Ti. 于 是 71 og 。 有 = ,从 而 g。h 与 1% 都 是 由 
7 天 | 一 了 提升 而 得 的 从 之 到 总 的 连续 映射 ,把 基点 9 映 到 gi. 按 定理 (10. 16) 
的 唯一 性 部 分 ,必然 有 g。h =1;. 同 理 有 hog = 1% ,于 是 我 们 看 出 :名 一 名 为 
同 凸 

两 个 覆 全 空间 ,名 叫做 是 等 价 的 ,假如 可 以 找到 同 胚 大 :总 一 名 使 得 7, 。h 

=71. 将 以 上 的 讨论 与 定理 (10. 15) 结 合 起 来 ,我 们 看 到 ,的 两 个 履 个 空间 等 价 ， 

当 且 仅 当 它们 确定 XX 基本 群 内 同一 个 子 群 共 示 类 . 

设 :人 > 为 禾 到 映射, 所谓 的 一 个 覆 友 变换 是 指 一 个 满足 7。h =7 的 同 
胚 h: 人 YX 对 于 8? 黎 玛 射影 平面 的 情形 ,恰好 有 两 个 覆 状 变换 , 即 8? 的 恒 等 映射 
与 对 径 映 射 . 对 于 由 7(x) =e” “定义 的 覆 普 映射 7 :EE' 一 S! ,一 个 典型 的 黎 琶 恋 
换 是 实数 轴 平 移 等 于 某 个 整数 的 一 段 距离 . 在 同 胚 之 间 的 复合 之 下 , 吧 的 全 体 履 着 
变换 构成 一 个 群 K, 并 且 K 自由 地 作用 于 X( 因为 若 h 是 X 的 一 个 履 亚 变换 ,并 且 
h(x) =x, 则 亡 与 1% 同 为 :全 >X 的 提升 映射 ,并 在 点 ?重合 . 因此 它们 重合 )， 

(10.18) 定理 车 7.( 且 ) 为 G 的 正规 子 群 , 则 妃 同 胚 于 轨道 空间 个 开 , 并且 
玉 同 构 于 商 群 G/7, (日). 

证 明 覆 状 映射 7 : 庆 >X 与 到 交大 上 的 投影 同 为 粘 合 映射 ,因此 ,我 们 必须 
验证 的 轨道 正 是 的 点 在 7 之 下 的 原 象 . 对 xeX, 我 们 知道 的 每 个 成 员 作为 
覆盖 变换 置换 r(x) 内 的 点 . 而 且 , 若 *,ye 7'(x) , 则 按 定理 (10.15) 以 及 了， 
(五 ) 为 G 中 正规 子 群 的 假设 有 


T。 (Ti Rx) ) = 7 (H) = 7, (Cm (KT,7) ). 


于 是 可 以 找到 一 个 覆 释 变换 把 > 变 到 福 

剩 下 只 需 证 明 开 同 构 于 6G/m,(). 对 于 XX 内 以 p 为 基点 的 环 道 w, 找 一 条 全 
内 以 4 为 起 点 的 提升 道路 &, 并 令 为 将 gq 变 为 &(1) 的 唯一 的 覆 普 变换 . 显然 ,KK 
的 每 个 元 素 都 可 以 这 样 造 出 来 ,并且 按 定理 (10. 13 ) 两 条 环 道 w 与 B 给 出 天 的 同 
一 个 元 素 , 当 上 且 仅 当 (a8 "en, (H). 于 是 a 给 出 GMArr . (五 ) 到 天 的 一 个 一 
对 一 满 映 射 . 要 看 出 这 是 同 态 ,注意 对 于 两 个 以 p 为 基点 的 环 道 w,B, 以 9 为 起 点 
的 ,a 'B 的 提升 道路 是 &. (k。。B) ,而 这 条 道路 的 终点 是 (hk(g) ). 换 句 话说,a 
`B 对 应 于 到 。h. 

若 z,( 刀 是 G 的 正规 子 群 ,我 们 称 Z 为 正则 覆 又 空间 . 若 履 笃 不 是 正则 的 ,就 
可 能 缺少 足够 的 覆 又 变换 来 作 到 按 下 述 意义 的 周全 , 即 若 两 点 被 7 映 为 X 的 同一 
点 , 则 必 有 和 覆 倒 变换 把 其 中 一 点 映 为 男 一 点 . 图 10. 16 的 覆 益 空间 是 说 明 这 种 情况 
的 一 个 很 好 的 例子 . 那里 只 有 一 个 非 恒 等 覆 羞 变 换 ; 它 在 这 的 中 间 一 个 圆周 上 的 作 
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用 如 同 对 径 映射 ,并且 使 左边 两 个 圆周 与 右边 两 个 互 换 . 特别 地 ,没有 一 个 覆 蕉 恋 
换 把 9 变 到 ~ 注意 K 同 构 于 Z,, 而 覆 辣 是 4 重 的 . 请 读者 自己 验证 轨道 空间 关 /K 
是 排 成 一 行 相 切 的 三 个 圆 . 

设 X 是 X 的 单 连通 的 覆 秋 空间 ,由 于 任何 两 个 这 样 的 覆 又 空间 必 为 等 价 的 ,所 
以 它 是 除 同 胚 外 唯一 确定 的 ,并 且 由 定理 (10. 17) , 它 是 X 任何 其 他 覆盖 空间 的 正 
则 柳生 空间 . 由 于 这 个 原因 ,Xd 做 的 泛 村 要 空间 . 这 里 有 一 些 例子 . 圆周 的 泛 覆 
释 空 间 是 实数 轴 ;n 维 射影 空间 的 泛 覆 普 空 间 是 5 ; Klein 瓶 的 是 平面 ;最 后 ,两 个 
圆周 的 一 点 并 集 的 泛 覆 亚 空 间 是 第 6 章 (图 6. 21 ) 所 描述 的 泛 宇 电视 天 线 . 

设 了 有 一 个 泛 覆 全 空间 , 记 作 文 则 覆 秋 变换 构成 一 个 群 , 同 构 于 X 的 基本 群 . 
m1(X) 的 任何 子 群 五 作用 于 六 ,相应 的 轨道 空间 各 /H 是 XX 的 一 个 覆 闭 空间 , 它 的 基 
本 群 同 构 于 H. 因此 , 若 X 具 有 泛 覆 符 空 间 , 则 相应 于 它 的 基本 群 的 任何 子 群 及 
的 一 个 覆盖 空间 . 

为 了 保证 空间 有 泛 覆 秋 空 间 存在 ,需要 对 X 加 上 一 些 条 件 . 称 了 为 半 局 部 
单 连通 ,假如 XX 的 每 点 有 邻 域 0, 使 得 U 内 的 任何 环 道 在 X 内 零 伦 . 这 对 于 任何 多 
面体 都 成 立 , 但 对 于 像 夏 威 夷 耳环 ( 见 第 4 章 习 题 5) 那样 的 空间 就 不 成 立 . 

(10. 19) 存在 定理 ”道路 连通 、 局 部 道路 连通 与 半 局 部 单 连通 的 空间 具有 泛 
履 二 空间 . 

证 明 详细 证 明 起 来 很 复杂 ,所 以 我 们 只 给 出 证 明 的 思想 . 选择 六 的 基点 p. 议 
的 点 就 取 作 阅 内 始 于 p 的 道路 等 价 类 ,两 条 这 样 的 道路 ,8 理解 为 等 价 的 ,假如 
它们 有 相同 的 终点 ,并 且 op ! 同 伦 于 p 点 处 的 常 值 环 道 . 

为 了 定义 7 : 议 wX, 将 xe 主 用 XX 内 的 一 条 适当 的 道路 a 来 代表 , 令 7( 庆 为 a 
的 终点 . 

为 了 给 出 X 的 一 组 拓扑 基 , 先 取 X 内 的 一 个 道路 连通 开 集 ,使 得 它 里 面 的 任 
何 环 道 在 忒 内 零 伦 , 并 且 取 一 点 ze 部 ,使 得 r(z) e V. 将 * 用 内 的 一 条 连接 p 到 
7(*) 的 道路 a 来 代表 ,然后 定义 V; 为 的 子 集 , 使 得 它 是 由 X 内 形 如 a 8 的 道路 
所 决定 的 ,其 中 B 位 于 VV 内 . 这 些 集合 内 就 是 拓扑 基 的 成 员 . 

请 读者 自己 验证 :YX 是 一 个 覆 炙 映射 ,并 日 禄 是 道路 连通 与 单 连通 的 . 这 
中 间 没 有 什么 新 概念 了 ,不 过 我 们 应 指出 ,既然 是 选 的 使 了 内 的 环 道 都 在 蕊 内 堆 
伦 ,于 是 就 保证 了 zr1V;:， VV 是 一 对 一 的 映射 


习 题 


18. 若 信 为 X 的 覆 琶 空间 ,为 了 的 栈 痊 空间 ,证 明定 x 为 XxY 的 矣 准 空 间 . 
19. 由 Ax) =e” “定义 的 连续 映射 F: (0,3) 一 S! 是 不 是 履 秋 映射 ? 
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20. 描述 环 面 .射影 平面 .Klein 瓶 .Mabius 带 以 及 圆柱 面 的 一 切 覆 秋 空 间 . 

21. 求 出 习题 20 中 各 覆 普 空间 的 覆盖 变换 群 . 

22. 图 6.19 中 所 显示 的 空间 是 两 个 圆周 的 一 点 并 集 的 覆 痊 空间. Z * Z 的 相应 的 子 群 是 什么 ? 

23. 若 针 为 连通 的 、 局 部 道路 连通 的 Hausdorff 空间 ,并 且 若 n 阶 有 限 群 GC 自由 地 作用 于 天, 证 明天 
是 XAc 的 ” 重 覆 葵 空间 . 

24. 假定 p>3, 找 出 ,在 有 H(p) 上 的 一 个 没有 不 动 点 的 作用 ,使 轨道 空间 为 有 (2). 从 而 导出 
H(p) 是 H(2) 的 (p -1) 重 覆 琶 空间 . 图 7. 22 将 很 有 帮助 . 

25. 对 于 不 可 定向 曲面 得 出 类 似 于 习题 24 的 结果 . 

26. 设 :CE 一 6 为 覆 伍 映射, 并且 设 G 为 拓扑 群 . 试 在 E& 上 引进 乘法 ,使 得 C 成 一 个 拓扑 群 ,并 且 
成 为 同 态 . 然后 证 明 r 的 核 是 6 的 离散 子 群 . 

27. 检查 4. 4 节 关 于 群 作用 的 例子 ,判定 其 中 哪些 所 对 应 的 投影 是 覆 状 映射 ,哪些 不 是 . 

28. 证 明 每 个 不 可 定向 闭 曲 面 有 一 个 可 定向 的 二 重 覆 矢 空 间 . 


10.5 Alexander 多 项 式 


本 节 的 目的 是 作出 以 整 系数 多 项 式 形式 表达 的 一 种 纽 结 不 变量 , 并 给 出 简单 
的 算法 来 计算 它们 . 先 作 理论 上 的 解释 ,然后 再 说 算法 . 

设 为 驯 顺 纽 结 , 且 为 了 方便 ,把 当 作 3 维 球面 5 的 子 集 . 将 上 略微 增 厚 变 
成 一 个 管 组 结 T 令 外表 示 5 除去 7 内 部 所 剩 下 的 空间 . 以 后 就 把 X 作 为 的 余 
集 来 考虑 :这 样 作 的 好 处 在 于 焉 是 紧 致 的 ,而 且 可 以 剖 分 为 有 限 复 形 . 设 C 为 的 
纽 结 群 , 换 句 话说 ,就 是 X 的 基本 群 ,用 G' 来 记 它 的 换 位 子 群 . 按 定理 (10.5) ,GyG' 
为 无 穷 循 环 群 , 若 * 为 的 相应 于 6' 的 正则 覆 释 空间 ,我 们 知道 r ( 间 同 构 于 C1， 
X 的 覆 闪 变换 群 是 无 穷 循环 群 . 和 叫做 X 的 无 穷 循 环 覆 秋 空 间 . 

从 定理 (10. 19) 知 道 这 样 的 覆 关 空间 XY 必 定 存在 ,但 是 为 了 能 更 好 地 想象 它 ， 
并 且 更 使 人 确信 可 以 将 它 剖 分 成 无 穷 复 形 ,我 们 将 阐述 一 种 简单 的 构造 完 的 方法 . 
取 (总 假定 为 驯 顺 的 ) 的 一 个 Seifert 曲面 5, 单 纯 剖 分 8? 使 得 k,7 与 8 都 是 子 复 
形 . 然后 将 工 沿 着 $ 切 开 (这 并 不 难 想象 . 设 有 一 个 单纯 前 分 了 的 曲面 ,以 及 曲面 
上 以 子 复 形 面貌 出 现 的 曲线 ,我 们 可 以 想象 将 曲面 沿 着 曲线 切 开 . 切割 以 后 ,曲线 
上 的 每 个 1 维 单纯 形 给 出 一 对 1 维 单纯 形 , 要 想 恢复 原来 曲面 ,只 需 将 这 些 成 对 的 
1 维 单纯 形 再 烙 合 . 现在 我 们 所 考虑 的 情况 与 此 类 似 ,只 不 过 维 数 高 一 维 婴 了) , 当 
我 们 把 X 沿 着 5 切 开 时 ,5 的 每 个 三 角形 变 成 了 一 对 三 角形 ,把 其 中 的 一 组 标 以 1， 
另 一 组 标 以 2, 并 且 记 住 哪 个 与 哪个 是 配对 的 (如 果 你 不 愿意 用 切 开 的 方法 ,这 里 
有 一 种 代替 的 办 法 . 从 X 所 有 的 3 维 单纯 形 的 无 交 并 集 出 发 ,将 两 个 这 里 的 3 维 单 
” 纯 形 焊接 , 当 且 仅 当 它们 有 一 个 不 在 曲面 5 上 的 三 角形 公共 ). 把 所 得 到 的 单纯 复 
形 记 作 工 取出 了 的 可 数 多 个 拷贝 …Y._, ,7 ,Y, ,Y，,…, 并 将 它们 按 下 述 方式 焊接 . 
六 中 标号 1 的 三 角形 与 Y,, 中 相应 的 标号 2 的 那个 三 角形 焊接 . 所 得 到 的 空间 记 
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作 忆 ,并 注意 8 剖 分 成 了 无 穷 单纯 复 形 . 
每 个 7 到 和 有 自然 的 映射 :只 不 过 是 把 沿 着 $ 切 开 的 各 单纯 形 对 粘 上 . 把 这 
些 映射 拼凑 在 一 起 得 到 映射 r : 他 -*X ,容易 验证 它 是 履 委 映射. 把 了 的 每 点 对 应 
于 ,1 的 相应 点 而 得 到 的 同 胚 h: 定 > 文生 成 一 个 由 全 的 自 同 胚 构成 的 无 穷 循环 群 ， 
这 些 同 胚 正好 就 是 所 有 的 覆 秋 变换 . 按 定理 (10. 18) 我 们 有 
mi (并 )[r (mi (X)) =2, 
从 而 7, (m1(Y) ) 必 定 包含 6 的 换 位 子 群 G'. 考虑 自然 的 满 同 态 


Tri (KX)/C 一 mr (KX) /nm, (nr, (TF) ). 


由 于 两 个 群 都 是 乙 , 这 必然 是 同 构 . 又 由 于 这 个 满 同 态 的 核 为 7, (7 (证 ) )/C', 可 
见 T. (Ti( 信 )) =G'. 因此 ,全 为 X 的 无 穷 循环 覆 状 空间 . 

下 一 步 是 考察 的 1 维 同调 群 . 现在 信 是 无 穷 复 形 的 ,所 以 ,必须 先 说 明 无 穷 复 
形 的 1 维 同调 群 的 意义 . 从 链 群 开始 , 它 的 成 员 是 社内 定向 1 单纯 形 的 整 系数 有 限 
线性 组 合 Na + …+ Aso,, 并 约定 ( -A)o 与 A( -o) 相 同 ,完全 按 有 限 复 形 的 情 
形 进 行 . 注意 我 们 不 允许 有 XX 内 无 穷 多 个 1 单纯 形 的 线性 组 合 . 这 样 得 出 的 同调 群 
是 交换 群 (但 不 一 定 是 有 限 生成 的 ) , 记 作 柬 (总 ). 它 是 人 的 拓扑 不 变量 ,这 是 因为 
定理 (8.3) 的 证 明 仍 然 成 立 ,表明 这 个 群 是 mi (总 关于 换 位 子 群 的 商 群 , 覆 秋 变换 六 : 交 
一 诱导 了 自 同 构 h,: HH.( 入 一 H, (如 ,而 我 们 所 要 考虑 的 多 项 式 将 由 .给 出 . 

现在 需要 一 些 关 于 交换 代数 的 知识 :一 个 很 好 的 初等 参考 材料 是 Hartley and 
Hawkes[28]. 设 4 为 具有 单位 元 素 的 交换 环 ,4 为 A 的 元 素 构成 的 m xn 和 矩阵. 用 
A" 记 以 %，… ,x 为 基底 的 自由 4 模 ,A” 为 以 yy ，…,y,, 为 基底 的 自由 A 模 . 设 
/:A" 一 4A” 为 4 所 确定 的 4 模 同 态 , 换 句 话说 ,由 等 式 

f(x;) = 全 5 
所 决定 ,定义 M 为 商 模 A"/(A"). 矩阵 4 叫做 模 MM 的 表现 矩阵 . 

两 个 矩阵 4,B 按照 上 面 的 方式 所 给 出 的 A 模 同 构 , 当 上 且 仅 当 可 以 用 -系列 下 
面 类 型 的 运算 把 4 变化 成 B: 

(a) 两 行 或 者 两 列 互 换 ; 

(b) 将 一 行 或 者 一 列 乘 以 4 的 一 个 单位 ; 

(ec) 将 一 行 的 某 个 倍数 加 到 另 一 行 ,或 一 列 的 某 个 倍数 加 到 另 一 列 ; 

(d) 添上 或 除去 一 列 零 ; 


A 0 
(e) 以 4 代 (0 1 .或 反之 
又 若 4 为 方 阵 , 则 它 的 行列 式 为 模 M 的 一个 同 构 不 变量 (这 个 行列 式 当 然 只 
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是 除开 乘 以 4 的 单位 而 确定 ). 
然后 再 回 到 几何 . 设 4 为 有 限 Laurent 多 项 式 环 Z[1,1-!] , 它 的 元 素 为 


p(t) = ct + + cot, 


其 中 的 系数 是 整数 ,运算 法 则 是 通常 的 多 项 式 加 法 与 乘法 . 则 有 ,使 得 HH, (名 成 为 
一 个 A 模 , 因 为 我 们 可 以 定义 多 项 式 p(i) eh 与 同调 类 [z] < 刀 (名 的 乘积 为 
D(i)[z] = ehi[z] + + eh, [z]. 


我 们 缺少 计算 同调 群 的 手段 ,但 是 可 以 利用 的 纽 结 群 来 表达 H,( 详 ) ,10. 2 
节 曾 较为 深入 地 讨论 了 G 的 一 个 良好 的 表现 . 回忆 一 下 ,车 6' 为 社 的 基本 群 ,0" 为 
它 的 换 位 子 群 , 则 玉 (他 ) = 6'/G". 单 同 态 7。: 7 (证 ) 一 nr; (XX) 诱导 了 一 个 同 构 
7T.。: 肥 ( 如 一 6'/G". 车 we C'/G' 在 这 个 同 构 之 下 对 应 于 同调 类 [z], 则 CG'/C" 
通过 p(i)u=7,, (p(t)[z]) 成 为 A 模 . 

下 面 讨论 一 下 对 于 简单 的 多 项 式 p(1) = 已 这 个 公式 的 几何 意义 . 这 里 有 


tu = 7 (tz]) = ,hh,[z]. 


选取 基点 peX-5, 令 gq 为 YSX 内 相应 的 点 . 一定 记 住 及 (全) 是 7, (证 ,q) 的 阿 贝 
尔 化 ,可 以 认为 [z] 由 证 内 以 g 为 基点 的 一 条 环 道 a 来 代表 . 则 h,[z] 由 环 道 
y(h 。a)y "代表 ,其 中 为 * 内 连接 g 到 h(g) 的 一 条 道路 (y 的 选择 可 以 任意 ). 
这 表示 说 车 w=gG”e C'/G”, 并 上 且 若 x 为 环 道 7T。Yy 在 G=7,(X,p) 内 所 决定 的 元 
素 , 则 
tu = xgx CC/ 

注意 , 按 作法 , 当 使 C 交换 化 时 同 伦 类 x 成 为 Z 的 一 个 生成 元 . 

现在 开始 把 各 部 分 零件 拼 起 来 . 先 回忆 在 10. 2 节 中 从 大 的 投影 而 引出 的 6 的 
表现 和 x ,… ,x 147,…,r,1. 每 个 上 行 段 给 出 一 生成 元 ,每 个 交叉 给 出 一 关系 . 典型 
的 关系 具有 形状 xxixr xiw1 ,而 最 后 一 个 关系 可 以 略 去 ,因为 它 是 其 他 关系 的 结 
采 . 当 我 们 使 G 交换 化 时 ,所 有 的 %; 成 为 相等 的 , 即 给 出 Z 的 一 个 生成 元 . 所 以 ,如 
果 我 们 换 用 新 的 生成 元 组 

XX QI = XN ,Qn = XX ， 

则 元 素 a; ,…a_1 都 在 6' 内 ,并 且 不 难 验 证 ,它们 自己 以 及 它们 关于 yx 条 的 共 斩 元 
素 共 同 生 成 C/. 

记 w= Qi0",R, 为 7; 所 确定 的 之 间 的 关系 . 这 些 w 生成 4 模 G'/G6”, 要 找 出 
一 个 表现 矩阵 ,只 需 把 每 个 R, 表达 成 各 u, 以 4 中 元 素 为 系数 的 线性 组 合 ,系数 矩 
阵 就 是 所 要 的 . 所 得 的 (n -1) x (n -1) 和 矩阵 的 行列 式 就 是 天 的 著名 的 Alexander 
多 项 式 . 

例如 , 当 xixixz "wi 用 a; 表达 时 成 为 
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OXQXX arX Qi 3 
或 等 价 地 表 为 
QAXQX XQ XN Qi 
借助 于 wu; 用 加 法 表示 出 来 就 是 
Up tiu; — tu — Uiy, 
换 句 话说 
(1 -i)u, +iu, — un. 
于 是 得 到 表现 矩阵 的 一 列 , 在 第 上 个 位 置 有 1 -i, 第 i 位 为 1, 第 i+1 位 为 -1. 
对 于 三 办 结 我 们 来 试 试看 . 群 表现 是 


{s ,Xa ,Xa | KIX XT XI ,XX3XT Xi } 
第 一 个 关系 相应 于 (1 -it) wi + tw ,第 二 个 相应 于 (1 -1)w, -wu ,我 们 的 作法 给 
矩阵 
1-: -1l 
人 1 1 小 
因此 ,三 狼 结 的 Alexander 多 项 式 为 -t+1. 注意, 这 个 多 项 式 仅仅 是 除开 乘 以 4 
的 一 个 单位 而 确定 , 换 句 话说 , 乘 以 +r* 是 无 所 谓 的 . 
事实 上 ,不 用 把 群 表现 求 出 来 . 下 面 给 出 从 天 
a 的 一 个 优良 投影 出 发 计算 Alexander 多 项 式 的 一 


个 纯粹 形式 化 的 算法 . 给 纽 结 以 定向 ,将 上 行 段 
命名 为 zi ,…,%,. 作 n xn 和 矩阵 B, 相 应 于 每 个 交 


一 一 一 一 | 一 一 一 -一 汪 又 有 它 的 一 列 ;相应 于 图 10. 17 那样 的 交叉 , 列 中 
“的 非 零 元 素 为 
1 一 上/ 在 天 位 
在 i 位 
-1 ”在 j 位 
ee 注意 ,我 们 只 考虑 了 xx 的 方向 ,而 不 曾 考虑 %; 与 


% 的 方向 . 将 B 的 末 行 末 列 除去 ,所 得 (n ~1) x 
(n 一 1) 和 矩阵 的 行列 式 就 是 的 Alexander 多 项 式 . 需要 除去 一 行 一 列 ( 哪 一 行 娜 
列 都 可 以 ) 是 因为 把 所 有 的 上 行 段 与 所 有 的 交叉 点 都 包括 进来 , 则 生成 元 过 多 ,并 
且 有 一 个 多 余 的 关系 . 事实 上 和 矩阵 B 是 H,( 六 ) 与 一 个 秩 为 1 的 自由 4 模 作 直 和 所 
得 4 模 的 表现 矩阵 . 

作为 一 个 例子 ,考虑 搬运 工 纽 结 . 按 图 10. 18 所 示 的 次 序 取 交叉 点 ,得 到 下 面 
的 矩阵 
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1-f -1 0 0 一 1 0 
0 1-t -1 0 0 
0 0 0 t ] 一 上 
0 0 -1 1-: 0 -1 P 


展开 一 个 5 x5 余 因 子 得 到 2 -5i +2. 


XX 4 


10. 18 
我 们 也 想 提 一 下 对 Alexander Se 
了 . 用 有 理 系 数 , 则 有,(,Q) 为 Q 上 的 有 限 维 向 量 空间 ,于 是 Alexander 多 项 式 为 
线性 变换 及,: 及 (全 ,Q) 一 (六 ,Q) 的 特征 多 项 式 . 


习 题 


29. 证 明 8 字 纽 结 的 Alexander 多 项 式 为 -31+1. 这 表明 8 字 结 不 是 无 结 之 纽 . 
30. 求 出 同心 结 以 及 图 10. 15 中 两 个 纽 结 的 Alexander 多 项 式 . 将 答案 与 Rolfsen[20] 上 的 表 
对 照 . 
31. 证 明 有 +l 的 Alexander 多 项 式 是 上 的 与 1 的 Alexander 多 项 式 的 乘积 . 
32. 设 A(1) 为 某 驯 顺 纽 结 的 Alexander 多 项 式 , 假 定 它 已 经 经 归 范 化 成 形状 co + ai +… +ait*. 证明 
A(i) = tA(1/). 


> 


pk 


附录 生成 元 与 关系 


按照 传统 , 群 论 的 入 门 课程 往往 只 讲 到 有 限 生成 交换 群 的 分 类 定理 . 自由 群 以 及 用 
生成 元 与 关系 来 表现 一 个 群 的 想法 总 是 被 忽略 . 由 于 这 些 思想 对 拓扑 学 (对 我 们 有 特殊 
需要 的 是 第 6 章 与 第 10 章 ) 有 特别 重要 的 意义 ,在 这 里 简短 地 介绍 一 下 . 

或 许 最 容易 理解 的 一 个 概念 是 群 的 一 组 自由 的 生成 元 . 群 6 的 子 集 匀 叫做 6 
的 一 组 自由 的 生成 元 假如 每 个 gs G -|e| 可 以 唯一 地 写成 一 个 长 度 为 有 限 的 乘积 

8 = XU0X22 MX (*) 
其 中 x e 印 ,x; 与 ,1 永 不 相同 ,n; 为 非 0 整数 . 把 这 组 生成 元 叫做 自由 的 是 因为 根 
据 ( * ) 的 唯一 性 ,这 组 生成 元 之 间 不 可 能 有 关系 . 车 CG 具有 一 -组 自由 的 生成 元 , 则 
称 为 自由 群 . 

任意 给 一 个 非 空 集 合式 ,可 以 按 下 述 方式 构造 出 一 个 群 ,以 无 作 为 它 的 一 组 自 
由 生成 元 . 定义 一 个 字符 为 一 个 有 限 乘积 x"…x” ,其 中 每 个 x, 属于 ,nn; 都 是 整 
数 ;我 们 说 这 个 字符 是 约 化 的 ,假如 zx; 永 不 等 于 x,,, ,并 且 所 有 的 n 不 为 0. 对 于 任 
何 字符 ,总 可 以 通过 有 限 次 将 相 邻 同 底 乘 短 归并 ,以 及 略 去 0 次 短 的 方法 使 之 成 为 
约 化 字符 . 整 篇 的 解释 抵 不 上 一 个 例子 : 

Wl XIXINI IXY = 7 NIA? = TXT = 6x2 ， 
最 后 一 个 是 约 化 的 . 将 字符 x? 约 化 将 得 到 一 个 不 包含 任何 字母 的 字符 ,叫做 空 字 
符 . 把 一 个 字符 紧 接着 写 在 另 一 个 字符 之 后 就 给 出 了 两 个 字符 的 一 种 乘法 . 两 个 约 
化 字符 这 样 作出 的 乘积 未 必 是 约 化 字符 ,但 可 简化 为 一 个 有 确定 意义 的 约 化 字符 
叫做 两 个 约 化 字符 的 乘积 . 在 这 个 乘法 下 ,所 有 的 约 化 字符 构成 一 个 群 ( 当然 需要 
作 很 多 烦琐 的 验证 ) ; 空 字符 是 单位 元 素 , 约 化 字符 x"…x* 的 逆 是 EF 

我 们 把 这 个 群 叫做 所 生成 的 自由 群 , 记 作 F(X). 很 明显 , 若 两 个 集合 具有 
相同 的 基数 ( 换 句 话说 ,它们 之 间 存 在 着 一 一 对 应 ) , 则 它们 所 生成 的 自 由 群 是 同 
爸 的 . 只 有 一 个 生成 元 的 自由 群 是 无 穷 循环 群 , 仅 有 的 非 空 约 化 字符 是 寡 各 

通常 说 某 个 群 是 由 一 组 生成 元 与 一 组 关系 所 确定 . 例如 ,可 以 说 包含 10 个 元 
素 的 二 面体 群 是 由 两 个 生成 元 x,y 服从 于 关系 x =e,y? = e,xy =yx 而 给 出 的 . 这 
里 的 直观 想法 是 : 群 的 所 有 的 元 素 都 可 写成 * 的 过 与 y 的 寡 的 乘积 ,而 群 的 乘法 表 
可 以 完全 由 所 给 的 那些 关系 来 确定 . 我 们 要 利用 自由 群 的 概念 使 这 个 想法 变 得 
严格 . 

设 6 为 一 个 群 ,X 是 一 个 子 集 , 它 生 成 C, 则 有 一 个 自然 同 态 把 自由 群 F(X) 映 
满 C, 约 化 字符 x?…x 被 送 到 G 内 相应 的 群 元 素 乘积 ( 这 里 我 们 又 略 去 了 细节 ). 
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由 于 X 生 成 G, 所 以 同 态 是 满 的 . 车 NN 表示 这 个 同 态 的 核 , 则 F(X)/N 同 构 于 C, 因 
此 放 确 定 G. 设 R 是 F(X) 的 那样 一 组 字符 ,使 得 N 是 包含 RR 的 最 小 正规 子 群 . 这 
些 字 符 与 它们 的 一 切 共 思 元 素 共同 生成 N, 它 们 确定 当 从 F(X) 过渡 到 G 时 ,恰好 
是 哪些 F(X) 的 元 素 成 为 单位 元 素 ;也 就 是 说 ,6 内 的 哪些 乘积 是 6 的 单位 元 素 . 
在 这 种 情况 之 下 ,我们 说 这 一 对 X,R 是 群 C 的 一 个 表现 . 若 半 是 有 限 集 ,元素 为 
%1,""* Xm， 并 且 RR 为 一 组 有 限 多 个 字符 7, ,… ,7 , 则 说 G 是 有 限 表 现 的 ,并 写 为 


= 人 i 
例子 
1.Z= {x|G}; 
2.2, = {xlx"|; 


3. 具有 2n 个 元 素 的 二 面体 群 为 
Do = {x,yl x",y, (xy)°); 

4.ZxZ= {x,ylxyx 2y 

最 后 简单 地 提 一 下 自由 乘积 . 若 G 与 五 为 群 ,我 们 可 以 作 “ 字 符 ”x,x,…zx, ,其 
中 每 个 x; 属于 无 交 并 GU HH. 这 样 一 个 字符 叫做 约 化 的 ,假如 x%; 与 x;,1 总 不 在 同一 
个 群 内 ,并 且 x%; 总 不 是 6 或 五 的 单位 元 素 . 约 化 字符 按 首尾 相 接 而 作 乘 法 ,必要 时 
将 乘 得 的 结果 约 化 ,并 且 将 空 字符 也 包括 进来 ,于 是 得 到 一 个 群 叫 做 群 6 与 五 的 
自由 乘积 G * 有 . 本 书 中 将 只 涉及 有 限 表 现 群 的 自由 乘积 ,注意 , 若 


C 加 { mh) 
H= ol 5 
则 
Gx*H 一 人 De 
还 注意 , 取 无 穷 循 群 Z 的 ”个 拷贝 来 作 自 由 乘积 Z* Z *… * Z, 所 得 的 正好 是 


个 生成 元 的 自由 群 . 
关于 自由 群 与 自由 乘积 的 最 重要 事实 是 下 列 的 刻画 ,我 们 将 不 加 证 明 地 给 出 
如 下 结论 . 


(a) 设 X 为 群 G 的 子 集 . 则 XX 是 6 的 一 组 自由 生成 元 , 当 且 仅 当 对 于 任何 群 
天 ,以 及 从 天 到 天 的 映射 ,存在 从 C 到 天 唯一 的 同 态 , 它 是 已 给 映射 的 扩张 . 

(b) 设 P 为 一 个 群 同 时 包含 6 与 五 作 为 子 群 . 则 尸 同 构 于 自由 乘积 C* 刀 , 当 
且 仅 当 对 于 任何 群 K, 以 及 从 G 与 吾 到 KK 的 各 一 个 同 态 ,存在 从 P 到 唯一 的 同 
态 , 作 为 已 给 两 个 同 态 的 扩张 . 
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[1 是 令 人 赏 心 悦 且 的 数学 书 ,有 -- 章 讲 初等 拓扑 学 . Massey[9] 在 曲面 ,van Kampen 定理 ， 


被 县 空 


间 等 方面 有 特长 ;他 的 写法 与 我 们 的 不 同 ,并 且 所 举 的 应 用 多 半 旨 在 证 明 群 论 中 的 结果 . 


在 [8] 中 ,Gramain 对 于 曲面 分 类 给 出 了 另 一 种 精辟 的 处 理 . [4] 与 [13] 所 包含 的 代数 拓扑 学 内 
容 大 体 上 与 本 书 深浅 相当 ,前 者 在 应 用 与 历史 背景 方面 特别 丰富 ,后 者 按 奇 异同 调 而 给 出 可 资 
对 比 的 男 一 种 讲法 . 

至 于 较 高 深 一 些 的 内 容 ,点 集 拓扑 方面 [10] ,[16] ,以 及 Kelley 的 经 典 著作 [17] 都 是 很 好 
的 . 代数 拓扑 方面 ,同调 正 合 序 列 、 上 同调 及 对 侦 性 是 接 下 去 应 当 学 的 东西 . 可 参照 [14],[18]， 
[22] ,Maunder 的 书 可 能 是 这 当中 最 容易 读 的 . 最 后 , 若 读者 想 接触 拓扑 学 中 几何 气息 更 浓 的 部 
分 ,我 们 可 以 推荐 [15] ,[20] 及 [21] ,特别 是 [19]. 


